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l'RKFACE. 


\j.i  lluMM-ie  (Je   la   croissance  m'ap|iaiaît  chaque  jour  daxanlaj^e 
comme    le    fondement  essentiel  de  la  Théorie  des  fondions.    Ce 
Livre  aurait  donc  dû,  (hiris  Tordre  logique,  être  le  premier  de  cette 
Collection  de  Monographies.  Mais  l'ordre  le  plus  logique  n>sl  pas 
nécessairement    le    meilleur,   et    il   semble   préférahle    d'attendre 
encore  quelques  années  pour  entreprendre  une  exposition  systé- 
matique de  la  Théorie  des  fonctions  où  la  théorie  de  la  croissance 
jouera    le   rôle   d'une    Introduction    dont   les  résultats   essentiels 
seront     constamment     invoqués.    Ce    mode    d'exposition    entraî- 
nera    une     siiiipIKication    considérahle.     mais     exigera     Tenqjloi 
d'expressions  et   de   nolatitms  nouvelles,  cpi'on  ne  saurait  intro- 
duire a\ec  tro|)  de  prudence.  Dans  ce  Li\re  même,  les  Chapitres 
fl'applications  ont  été  rédigés  de  jnanière  que  leurs  résultats  essen- 
tiels puissent  être  compris  indépendamment  du  système  de  nota- 
tions exptjsédans  les  premiers  Chapitres. 

Les  matièies  traitées  dans  cet  Ou\rage  ont  été,  avec  quelques 
autres,  Tobjel  de  mon  enseignement  à  la  Faculté. des  Sciences  de 
l'Université  de  Paris  pendant  les  sen)estres  d'hiver  1907-1908 
et  1908-1909.  M.  Arnautl  Denjoy  a  bien  voulu  assumer  la  tâche 
délicate  de  coordonner  ces  deux  Cours,  dont  chacun  avait  dû  cons- 
tituer un  tout  conq)let  et  indépendant. 

(  )n   sait  (|ue   M.    iJenjov  s"e>t  di'jà  distingué    p;u'   de    |pr(>lon<le> 


\  I 


itclurclics  |uM-sonn<'ll«'S  sur  des  lUiUitrrs  lotichiinl  de  Irès  près  à 
cfllt's  iiiii  sonl  Irailces  iri  ;  r'esl  dirt'  à  (|iud  point  sa  collaboration 
m'a  été  précieuse;  je  liens  à  l'en  remercier  hien  cordialement  et  à 
prier  nos  lecteurs,  s'ils  tiou\enl  ((uelipie  mérite  à  ce  Livre,  de 
vouloir  Itien  lui  en  allrihuer  la  plus  >;rande  part. 

Klini;ciillial-C>tliiill,  !S  >epleml)rf  u)0<.). 
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TlIKOlilE  HE  LV  CHOISSANCE. 


INTKODUCTIOTS. 

NOTIONS  Sll{   l.l-:S  SUITES  lîT  SLK  LA  CROISSANCE. 


Objet  d'une  étude  de  la  croissance.  —  La  notion  de  croissance 
est  l'une  des  plus  simples  et  des  plus  immédiates  de  l'Analyse. 
La  suite  des  nombres  entiers  est.  |jar  définition,  une  suite  crois- 
sante. C'est  dire  qu'on  y  considère  chaque  terme  comme  plus 
grand  ([ue  tous  ceux,  qui  le  précèdent  et,  par  suite,  moins 
grand  (ou  jdus  petit  )  que  chacun  de  ceux  c[ui  le  sui^•ent. 

Le  sens  des  expressions  plus  grand  et  plus  petit  étant  défini 
pour  un  couple  quelconque  de  nombres  réels,  rationnels  ou  irra- 
tionnels, positifs,  négatifs  ou  nuls,  une  suite  u,,  u^.  .  .  .,  u,. .  .  .  . 
est  dite  croissante  s'il  y  a  entre  deux  nombres  quelconques  de  la 
suite  une  inégalité  de  même  sens  qu'entre  leurs  indices. 

Parallèlement  aux  suites  de  nombres,  nous  envisagerons  des 
fonctions  d'une  variable  continue  croissant  indéfiniment. 

Une  fonction  J\x)  est  dite  croissante,  s'il  y  a  entre  deux 
valeurs  quelconques  de  la  fonction,  f{x')  et  /'(.r"),  une  inéga- 
lité de  même  sens  qu'entre  les  nombres  x'  et  x" ,  ou,  en  langage 

éciuivalent,    si   — — - — -r^ — -  est    positif,    quels    que    soient    les 

X  —  x' 

nomi)res  distincts  .r'  et  x". 

Ceci  définit  J{x)  =  x  comme  la  fonction  essentiellement 
croissante. 

!•:.  i;.  1 


UM'nonicTioN. 


Inc  suite  k„,  uiu-  fonction  /(r)  sont  dites  décroissantes,  si 
la  suite  — u„,  la  fonetion  — /{x)  sont  croissantes. 

Le  but  de  la  théorie  de  la  croissance  est  de  comparer  la  crois- 
sance du  terme  u„  d'une  suite,  ou  de  la  valeur  /{x)  d'une  fonc- 
tion à  la  croissance  des  suite  ou  fonction  types  n  et  x,  c'est-à- 
dire  de  comparer,  pour  une  suite,  la  valeur  d'un  terme  à  son  rang, 
et  pour  une  fonction  sa  valeur  à  celle  de  son  arounicnt,  quand 
le  ran;:  ou  l'argument  croissent  indéfiniment. 

Malgré  la  généralité  de  l'énoncé  précédent,  nous  parviendrons 
à  des  résultats  simples,  comme  dans  les  autres  branches  des 
Mathématiques.  La  raison  commune  en  est  que  tous  les  êtres 
mathématiques  désignables  le  sont  avec  un  nombre  fini  de 
mots   [voir  plus  loin,  p.   i  v.o  et  suivantes). 

Par  exemple,  pour  définir  une  série,  il  faut  donner  la  valeur 
de  u„  pour  toutes  les  valeurs  de  n.  Il  n'est  pas  possible  de  définir 
tous  les  nombres  u„  avec  un  nombre  limité  de  mots,  s'il  n'existe 
pas  une  loi  générale  permettant  de  calculer  chaque  terme  au 
moyen  de  son  rang,  et  elle-même  exprimable  en  un  nombre  fini 
de  mots.  Une  remarque  analogue  s'applique  aux  fonctions 
croissantes  dont  nous  nous  occuperons.  Il  est  naturel  qu'entre 
cette  infinité  d'éléments  définis  avec  un  nombre  limité  de  mots, 
il  y  ait  un  grand  nombre  de  relations  simples. 

Les  seules  fonctions  que  nous  ayons  à  envisager  sont  celles 
variant  toujours  dans  le  même  sens  ('),  soit  croissantes,  soit 
décroissantes.  Nous  pourrons  ramener  leur  étude  à  celle  d'une 
fonction  croissant  indéfiniment,  la  variable  croissant  aussi 
indéfiniment. 

Car,  si  une  variable  z  tend  vers  une  limite  finie  c,  en  variant 

touiours  dans  le  même  sens,  l'une  des  transformations  z,  =  

"•  z  —  c 

si  z  est  décroissant,  Zj  =  si  z  est  croissant,  la  transforme 

en  une  variable  croissant  indéfiniment.  Si  z  décroît  indéfiniment 
par  valeurs  négatives,  on  atteint  le  même  but  en  substituant 
à  z,  Z;,  =  —  z. 

Cela  étant,  en  appliquant  à  chacune  des  variables  y  et  x,  qui 
ne  croît  pas  indéfiniment  par  valeurs  positives,  l'une  des  trans- 

(  '  )  Ou  monotones  selon  une  expression  surtout  usitée  en  Allemagne. 
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formations  |»récédentes,  la  loiiclion  r  de  x  sera  transformée  en 
une  foncliun  r'  de  a',  )'  étant  une  fonction  croissante  et  infi- 
niment ^franile  avec  .r'. 

Ce  sera  l'ordre  de  grandeur  lie  la  fonction  r' relativement  à  a;' 
qui  fera,  en  jiareil  cas,  l'objet  de  notre  étude. 

Limites  iC une  suite.  —  Ailn  de  mieux  préciser  la  croissance 
d'une  fonction  ou  d'une  suite,  nous  serons  fréquemment  amenés 
à  en  déduire  d'autres  fonctions  ou  suites  dont  la  variation  ne 
sera  pas,  en  général,  monotone  et  au  sujet  desfjuelles  nous  utili- 
serons les  notions  suivantes. 

Soit  une  suite  de  nombres  u,.  u,,  ....  u,.,,  .  .  .  supposés  tous 
réels. 

Pour  simidilier  l'exposé,  nous  représenterons  chacun  de  ces 
nombres  par  un  point  d'une  droite,  sur  laquelle  a  été  choisie 
une  origine  et  le  point  +  i  (').  Si  0A„=  u„,  A„  est  le  point 
représentatif  ou  allixe  de  u„.  Nous  allons  étudier  la  distribution 
de  ces  points  sur  l'axe  Ou.  Supposons  qu'il  existe  un  point  P 
qui  soit  à  droite  de  A,;,  quel  que  soit  n.  Nous  dirons  que  l'en- 
semble A  est  borné  à  droite.  On  sait  qu'il  existe  alors  un  point  M, 
appelé  home  à  droite  de  l'ensemble  A„,  tel  que  :  i°  l'ensemble  A,< 
ne  possède  aucun  point  à  droite  de  A,,  ;  >°  quel  que  soit  le 
point  B  à  gauche  de  M,  il  existe  au  moins  un  point  de  l'en- 
semble A,,  à  droite  de  B. 

Si  M  est  l'affixe  de  ;/,  ').  est  dit  la  home  supérieure  de  l'en- 
semble u,i.  Ce  nombre  v.  est  tel  que.  quel  que  soit  n,  y.^u,,,  et, 
pour  une  valeur  au  moins  de  n,  u,,'^  -x  —  î,  quelque  petit  que 
soit  le  nombre  positif  t. 

On  définit  de  même,  quand  il  existe  un  point  à  gauche  de 
tous  les  A„,  une  home  à  gauche,  N,  de  l'ensemble  A„.  Si  X  est  ce 
l»oint,  et  s'il  est  l'aflixe  de  v,  — v  est  la  borne  supérieure  de 
l'ensemble  —  u„. 

Rappelons  la  définition  du  point  limite  et  certaines  de  ses 
propriétés. 


(')  Pour  abréger  le  langage,  nous  nous  supposerons  placés  de  telle  sorte 
qu'un  mobile,  parcourant  la  droite  dans  le  sens  positif,  aille  de  notre  gauche 
vers  notre  droite. 


I  IMKOIUr  TION. 

(Ml  dit  que  A  esl  un  point  limite  de  V ensemble  X„  si,  dans  le 
voisinage  de  A,  il  y  a  une  infinité  de  points  A„  ;  d'une  façon  plus 
précise,  si  tout  segment  contenant  le  point  A  à  son  intérieur 
contient  une  infinité  de  points  de  l'ensemble. 

D'après  cette  définition,  si  une  infinité  de  points  de  l'ensemble 
coïncident  avec  un  point  A',  A  doit  être  considéré  comme  un 
point  limite  de  cet  ensemble. 

Supposons  d'al>nrd  (]ue  tous  les  points  A,,  se  trouvent  sur  un 
segment  PQ. 

D'après  un  théorème  classique,  PQ  contient  au  moins  un 
point  limite  (pouvant  coïncider  avec  P  ou  Q).  En  voici  la 
démonstration. 

Divisons  PQ  en  >.p  parties  égales,  p  étant  un  entier  déterminé. 
Parmi  les  '.>/'  segments  obtenus,  il  y  en  a  au  moins  un  ([ui  contient 
une  infinité  de  points.  Je  désigne  par  P/,Q/.  le  premier  segment 
jouissant  de  cette  propriété  qu'on  rencontre  en  parcourant  PQ 
de  P  vers  Q.  On  constate  immédiatement  que  la  suite  des 
segments  P/.Q/^  où  p  croît   indéfiniment  est  telle  que  chacun 

PO 
d'eux  soit  contenu  dans  le  précédent.  De  plus,  P/)Q;»=  —7  tend 

vers  zéro.  Donc,  les  points  P^.,  et  Q;,  tendent  vers  un  point  A 
toujours  compris  entre  eux.  Ce  point  A  est  un  point  limite 
pour  l'ensemble,  car  il  est  évident  que  tout  intervalle  conte- 
nant A  à  son  intérieur  contient  tous  les  segments  P^Q/j  à 
partir  d'une  certaine  valeur  de  p  et,  par  suite,  contient  une 
infinité  de  points  de  l'ensemble. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  le  point  limite  A  est  unique. 
On  dit  alors  que  les  points  A„  ont  pour  limite  A  et,  en  posant 
OA  =  u,  que  u„  a  pour  limite  u.  Il  est  aisé  de  démontrer  l'identité 
des    deux    définitions   analytique   et   géométrique   de  la  limite, 

fJire  que  le  point  limite  A  est  unique  c'est  dire  que,  quelque 
petit  que  soit  l'intervalle  MM'  de  longueur  -n  ayant  son  milieu 
au  point  A,  si  nous  retranchons  de  PQtous  les  points  intérieurs 
à  cet  intervalle,  le  ou  les  segments  conservés  ne  possèdent  de 
point  limite  de  l'ensemble  ni  à  leur  intérieur  ni  à  leurs  extrémités. 
Ils  ne  contiennent  donc  qu'un  nombre  limité  de  points  de 
l'ensemble.  Parmi  ces  points,  l'un  d'eux  a  un  indice  plus  élevé 
que  tous  les  autres.  Soit  m  cet  indice.  Si  n^m,  A,-,  est  intérieur 


Notions  shk  lis  si  itks  i;t  srn  i,a  r.noisswcK. 
à  l'intervalle  MM'.   Par  suite 


Donc,  :  étant  un  nombre  positif  donne  d'avance,  il  est  possible 
de  trouver   un   nombre   m  tel  que,   pour  n  >  m, 

I  "„—  "  I  <  -■ 

D'après  la  définition  analyti([ue  de  la  limite,  c'est  dire  ([ue  n„ 
tend  vers  u. 

Réciproquement,  si  u„  a  pour  limite  u,  je  dis  que  le  point  A, 
tel  ([ue  OA=u,  est  point  limite  unique  de  l'ensemble  des 
points  A„. 

Soit,  en  effet,  B  un  point  distinct  de  A.  Soit  /  la  distance  AB  ; 
il  existe  un  nombre  m  tel  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supé- 
rieures à  m,  on  ait 

I  Un  —"!<-• 

Donc,  le  segment  de  milieu  B  et  de  longueur     ne  contient  pas  de 

points  de  l'ensemble  A„  qui  ne  soit  dans  la  suite  limitée  A,, 
Am,  .  .  .,  A,„.  Il  n'en  contient  donc  pas  une  infinité,  et  B  n'est 
pas  un  point  limite.  A  est  donc  le  seul  point  limite. 

Donc,  dans  le  cas  d'une  limite  unique,  il  y  a  identité  entre  la 
définition   géométrique   et  la   définition   analytique. 

Lorsqu'il  n'y  a  pas  une  limite  unique,  la  représentation 
géométrique  rend  plus  intuitif  le  sens  de  certaines  notions. 

Supposons  que  l'ensemble  des  points  A,,  ait  un  nombre  fini 
de  points  limites,  A,  B,  . . .,  K,  qui  sont  les  affixes  de  a,  b,  ...,  k. 
Soient  aI  la  plus  petite  des  distances  mutuelles  des  points  A, 
B,  ...,  K,  et  î  un  nombre  positif  quelconque  inférieur  à  l.  Si 
l'on  construit  les  intervalles,  extérieurs  les  uns  aux  autres,  de 
longueur  az  et  de  milieux  respectifs  A,  B, ...,  K,  les  segments  qui 
restent,  lorsqu'on  retranche  de  PQ  les  points  intérieurs  à  chacun 
de  ces  intervalles,  ne  possèdent  pas  de  points  limites  à  leur  inté- 
rieur ni  en  leurs  extrémités  et,  par  suite,  ne  contiennent  qu'un 
nombre  fini  de  points  de  l'ensemble.  Soit  m  le  plus  grand  de 
leurs  indices.  Tous  les  points  dont  l'indice  est  supérieur  à  m 
sont  à  une  distance  de  l'un  des  points  A,  B, ....  K  (et  d'un  seul) 


iNrrtoin  tTioN. 


inférieure  à  î,  et  par  suite,  quel  que  soit  n>  m,  on  a  l'une  des 
inégalités  (et  l'une  d'elles  seulement) 

u,,—  'i<ii,        ;«.,  —  6|<£ tt„—/{\<:i. 

La  suite  considérée  se  compose  donc  de  plusieurs  suites  par- 
tielles ayant  chacune  un  point  limite  unique.  On  obtient  ces 

suites  en  donnant  à  £  une  valeur  i)articidière,  -  par  exemple. 

Alors,  chacune  des  inégalités  ci-dessus  détermine  une  suite 
tendant  vers  une  limite  unique,  et  tous  les  termes  de  la  suite  u„ 
se  rangent  dans  l'une  de  ces  suites  partielles,  sauf  un  nombre 
fini  d'entre  eux  qu'on  peut  répartir  arbitrairement  entre  ces 
suites.  On  peut  dire  que  la  suite  totale  a  plusieurs  limites. 
Par  exemple,  étant  donnée  la  suite  t»,,  ainsi  définie  : 


^'2"—  TT7ÏÏ'  ''2"-^i  — 


posons 
On  a 


'."  î"  -i"  3"- 


I  ( 


I^a  suite  u„  dont  les  termes  sont  alternativement  -  et  -  a  deux 


points  limites,  -  et  -  • 

■)       ■?. 

Des  circonstances  beaucoup  plus  compliquées  peuvent  se 
présenter,  quand  l'ensemble  des  points  limites  de  A„,  ou  ensemble 
dérivé,  contient  une  infinité  de  points,  sans  couvrir  un  inter- 
valle (  '  ).  Nous  nous  contentons  de  signaler  ce  cas  sans  l'examiner, 
son  étude  étant  étrangère  à  notre  objet. 

Enfin,  le  dérivé  de  l'ensemble  donné,  A„,  peut  contenir  tous 
les  points  d'un  intervalle,  bien  qu'il  soit  impossible  que  tous  ces 
points  appartiennent  à  l'ensemble  A„.  Donnons  un  exemple  de 
ce  cas. 

Nous  pouvons  ranger  dans  une  suite  indéfinie  toutes  les  frac- 
tions comprises  entre  o  et   i ,  et  dont  le  dénominateur  est  une 

f')  Pour  l'étude  de  ces  questions  voir  I>am<k.  Leçons  sur  les  fonctions 
discontinues. 
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puissaïu-e  de  :>.,  sans  (iuuih'  iih'imc  Ircictioii  suit  rrpétée  plus  de 
deux  fois.   Nous  adopterons  par  exemple  l'ordi-e 


"l  = 

1 

Ut  = 

1 
4" 

«»=  >-; 

"i  = 

1 
8' 

"^=h 

La  loi  est  évidente. 

Tout  point  de  l'intervalle  oi  est  un  point  limite  pour  l'en- 
semble des  atfixes  des  u.  En  elFet,  si  l'on  écrit  l'abscisse  de  ce 
point  dans  le  système  de  numération  binaire,  on  peut  toujours 
supposer  que  le  développement  ait  un  nombre  infini  de  chiffres. 
Or,  si  on  le  limite  au  p"'""'  chiffre,  le  nombre  conservé  est  une 

fraction    de   dénominateur    —  «   et   cette   fraction   tend    vers   le 

nombre  considéré.  Ou  encore,  les  fractions  approchées  à  —  près 

par  défaut  et  par  excès  du  nombre  considéré  figurent  dans  la 

suite.  Or,  elles  difTèrent  du  nombre  considéré  de  —  au  plus. 

Il  est  à  remarquer  que  les  points  (»  et  i  sont  aussi  des  points 
limites.  Ce  sont  évidemment  les  points  limites  extrêmes  de 
l'intervalle.  Les  valeurs  o  et  i  sont  appelées,  d'après  Cauchy,  la 
plus  petite  et  la  plus  grande  des  limites  de  la  suite  u„. 

Extrêmes  limites  d'une  suite.  —  Ces  notions,  dues  à  Cauchy, 
ont  été  étudiées  ensuite  par  Paul  du  Bois-Reymond,  qui  a 
employé  les  noms  de  limites  supérieure  et  inférieure  d'indé- 
termination, puis  par  M.  Hadamard  dans  sa  Thèse  (  '  ).  Nous  allons 
les  exposer,  d'après  ce  dernier  auteur,  dans  toute  leur  géné- 
ralité. 

Considérons  la  suite  des  alfixes  A,,  A^,.  .  .,  A,/,.  .  .  des  termes 
d'une  suite.  Supposons  que  tous  les  points  A„  soient  compris 
entre  deux  points  fixes  P  et  Q.  Nous  rangeons  les  points  de  PQ 


(')   M.    Hadamartl    emploie    la    locution   :    plus  grande    (ou    plus  petite) 
limite  pour  ni   infini. 


IM  imin  (  rioN. 


en  lieux  cato<];orios  C,  et  C^  de  la  façon  suivante.  Un  point  M 
fera  partie  de  C,  si  l'ensenihle  A„  possède  une  inlinité  d'élé- 
ments à  droite  do  M.  In  i>oint  N  fera  partie  de  C>,  s'il  n'y  a 
qu'un  noniltre  fini  de  ]ioints  de  A„  à  droite  de  N. 

Tout  point  de  PQ  ajipartient  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces  deux 
catégories.  Tout  point  à  franche  d'un  point  de  C,  ap]iartient  à  C,. 
Tout  point  à  droite  d'un  point  de  C<  appartient  à  C^.  Dans  ces 
conditions  noiis  savons  (|ueC,  et  C_.  définissent  un  point  v.,  tel 
que  tout  jioint  à  «zauche  de  y.  appartient  à  C,,  tout  point  à  droite 
de  y.  appartient  à  C^..  Rappelons  brièvement  ce  raisonnement 
classique. 

Puisque  tous  les  points  de  C,  sont  à  gauche  d'un  point  quel- 
conque de  C...  ils  ont  une  borne  à  droite  y.,  et  y.  n'est  à  droite 
d'aucun  point  de  Cj.  Donc,  tout  point  à  gauche  de  |j.  appartient 
à  C|,  et  d'ailleurs  tout  point  à  droite  de  y.  appartient  à  C^, 
puisque  y.  est  la  borne  à  droite  des  points  de  C,.  (c.  o.  F.  d.) 

Quant  à  'j..  il  peut  appartenir  selon  les  cas  à  C,  ou  à  Cj. 

Quelque  petit  que  soit  t.  l'intervalle  de  milieu  y.  et  de  lon- 
gueur 2  1  contient  une  infinité  de  points  de  l'ensemble  A,^, 
tandis  que,  au  delà  de  cet  intervalle  vers  la  droite,  il  n'y  a 
qu'un  nombre  fini  de  ces  points. 

Donc,  y.  est  un  point  limite  de  l'ensemljle  A,,,  et  cet  ensemble 
ne  possède  aucun  point  limite  à  droite  de  x.  Donc,  y.  est  le  point 
limite  le  plus  à  droite. 

En  général,  étant  donnés  une  infinité  de  points  sur  un  seg- 
ment PQ,  il  n'est  pas  sûr  qu'il  y  en  ait  un  à  droite  de  tous  les 
autres;  mais,  quand  ces  points  forment  le  dérivé  d'un  ensemble, 
on  est,  a  priori,  certain  qu'il  en  est  ainsi,  car  tout  point  limite 
du  dérivé  est  un  ])oint  limite  de  l'ensemble  A„  et,  par  suite, 
appartient  aussi  au  dérivé.  En  particulier,  la  borne  à  droite  du 
dérivé  de  A,,  appartient  à  ce  dérivé  et  en  est  ])ar  suite  le  point  le 
plus  à  droite. 

Relativement  à  la  suite  u,  la  définition  analytique  de  la  plus 
grande  limite  L  sera  la  suivante.  Quelque  petit  que  soit  le 
nombre  positif  donné  z.  l'inégalité 

u„  >  1 £ 

n'est  vérifiée  que  pour  un  noml^re  fini  ou  nul  de  valeurs  de  n  et 
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l'inégalité 

lin  >  I.  —  e 

est  satisfaite  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n. 
Soit  par  exemple  la  suite 

I  II  I  I  'I 

•/  .1  4  D  '  //  7  /l  -t-  I 

L'ensemble  de  ses  aiTixes  a  deux  poinLs  limites  •>  et  i.  La  plus 
grande  limite  de  la  suite  est  i. 

Ou  peut  donner  des  définitions  analogues  de  la  plus  petite 
limite  de  la  suite  u„.  Nous  nous  contenterons  de  la  suivant f.  qui 
les  résume  toutes  : 

Si  —  /  est  la  plus  grande  limite  de  la  suite 

-  M|,     —  ».. —  //„ 

l  est,  par  définition,  la  ])lus  petite  limite  de  la  suite 


On  emploie  fréquemment  les  notations  suivantes,  dues  à 
M.  Pringsheim  : 

lilll   U„  =    I..  lilll    U  :,  =    /. 

On  a  alors 

liin( —  u,i)  —  —  I .         liiiK —  »„  )  =  ^  L. 

Nous  avons  jusqu'ici  supposé  que  tous  les  termes  de  la  suite 
restaient  compris  entre  deux  nombres  déterminés.  S'il  n'en  est 
pas  ainsi,  afin  de  pouvoir  conserver  des  énoncés  généraux,  nous 
ajouterons,  à  l'ensemble  des  nombres  réels,  positifs,  négatifs  et 
nul.  les  éléments  +  x  et  — x.  Par  définition,  le  nombre  -f  x  est 
supérieur  à  tout  nombre  réel,  et  le  nombre  — x  est  inférieur 
à  tout  nombre  réel.  De  même,  sur  un  axe  portant  les  afiixes  de 
ces  nombres,  nous  envisageons  les  points  +  x  et  — x.  M  étant 
un  point  quelconque  de  cet  axe,  le  point  +  ^  est  à  la  droite 
de  M,  et  — x  à  sa  gauche.  A  l'inverse  de  ce  qui  a  lieu  en  Géo- 
métrie projective,  les  points  +  ^  et  — x  sont  considérés  comme 
essentiellenuMil  distincts. 

Nous  dirdiis  ((u'une   suite  u,,  a  pour  limite  +  x,  si,  quek[ue 


!..  INTKOlUCTlON. 

grand  cjuc  suit  le  n^iuhre  donné  X.  il  existe  un  entier  tu  tel 
qu'on  ait  u„  >  X.  sous  la  seule  condition  n  >  m. 

Nous  dirons  que  -r  x  est  l'une  des  limites  d'une  suite  u„,  si, 
quel  que  soit  le  nombre  donné  X,  il  y  a  une  infinité  de  valeurs 
de  n.  telles  que  u„  >*  X,  sans  que  ii„  ait  pour  limite  —  x. 

Si  une  suite  admet  plusieurs  limites  parmi  lesquelles  +  x, 
nous  dirons  que  la  plus  grande  limite  de  cette  suite  est  +  x. 

Nous'dirons  que  — x  est.  selon  les  cas,  la  limite  ou  l'une  des 
limites  \et  alors  la  plus  petite)  de  la  suite  u„,  si  -p  ^c  est  la 
limite  ou  l'une  des  limites  (et  alors  la  plus  grande)  de  la 
suite  —  II,.. 

On  prévoit  que,  lorsque  nous  aurons  à  envisager  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  limite  d'une  suite,  nous  rencontrerons  les  quatre 
types  de  cas  suivants  :  L  et  /  étant  deux  nombres  finis,  les  plus 
grande  et  plus  petite  limites  sont  respectivement  :  i°  L  et  /; 
2°  L  et  — x;  .^o  -f  X  et  i;   \°   —  x  et  — x. 

Extrêmes  limites  d'une  fonction.  —  On  peut  délinir  des 
nombres  analogues  pour  une  fonction  de  a-  dont  la  variation 
est  arbitraire  quand  x  tend  vers  une  valeur,  que  nous  suppo- 
serons être  -f-  X. 

Nous  dirons  que  /{x)  a  pour  plus  grande  limite  L,  quand  .r 
tend  vers  -p  x,  si,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  donné  s  : 
i^  les   valeurs  de  x,  telles   que 

/,  r  O  L  -  £. 

sont  toutes  inférieures  à  un  certain  nombre:  ■'^  il  y  a  des  va- 
leurs de  X  supérieures  à  tout  nombre  donné  à  l'avance  et  telles 

que 

/-,  r  .  -^  ].  —  i. 

On  écrit  alors 

liin    /i  j- 1  =  L. 


La  plus  petite  limite  de  y\.r;,  quand  .r  tend  vers  —  x.  est  L 
si  — l  est  la  plus  grande  limite  de  — /(a;),  pour  .i  =—  x.  On 
écrit 
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et  /  est  défini  par  l'égalité 

lim     /'ix)  =  —    lim     [—./'*>)]. 

On  peut  rattacher  Tune  à  l'autre  les  notions  de  plus  grande 
et  de  plus  petite  limite  pour  une  fonction  de  variable  continue  et 
pour  une  suite  de  nombres  dépendant  d'un  indice  entier. 

Considérons  une  suite  de  nombres  tendant  vers  +  ^  P^^ 
valeurs  toujours  croissantes_,  N,,  Nj^  ....  N,,,  .  .  .,  par  exemple 
une  suite  d'entiers  croissants.  Soient  M,,  et  m^,  la  borne  supé- 
rieure et  la  borne  inférieure  des  valeurs  def{x),  pour 


Je  dis  qu'on  a 


et 


iiii     /  '  /•  I  =  lim  .M,, 
lim    f(T)  =  lim  m,j. 


Démontrons,  par  exemple,  la   première  de  ces  deux  égalités. 
Soit  L  la  plus  grande  limite  de  la  suite  M,,.  Je  dis  que 

L  =    lim     f(.r). 

Je  vais  montrer  que,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif 
donné  t  : 

1°  Les  valeurs  de  x,  telles  que 

/,  r)  >  L  -  £, 
ne  dépassent  pas  un  certain  nombre  fini.  En  efïet,  puisque 

il    existe    un    entier    m,    tel    que   la    condition   p  >  m    entraîne 

Comme  pour 

on  a 

pour 

on  a 

/(jr)<L-^£. 
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Donc,  les  vale\irs  de  .r  qui  donnent  à  /{x)  une  valeur  supé- 
rieure à  L  +  r  sont  inférieures  à  un  nombre  fini,  au  plus  éoral 
à  N 

'°  Il  y  a  des  valeurs  de  x  dépassant  tout  nombre  donné  et 
1  elles  que 

f(.r)>  L-i. 

En  eJTet,  d'après  la  seconde  propriété  caractéristique  de  L, 
exprimée  par 

il  y  a  une  infinité  de  valeurs  de  p,  telles  que 

D'ailleurs,  puisque  M^,  est,  pour  N,,  _  a;ii  N^,^,,  la  borne  supé- 
rieure de   /(r),  il  existe  une  valeur  x,,  de  x  satisfaisant  à 

et  telle  que 

/(.r,/)>.M,,- J. 

On  a  donc 

fix,,)>  L  —  t. 

Comme  :C/,     N^,,  et  que  p  peut  prendre  une  infinité  de  valeurs, 
il  en  résulte  que  les  nombres  x  tels  que 

J\X)>\.-1 

dépassent  tout  nombre  donné  à  l'avance. 

Il  est  à  remarquer  que  cette  dernière  démonstration  ne  sup- 
pose nullement  /'(.t)  continue.  Si  l'on  introduit  cette  hypothèse, 
on  peut  faire 

ce  qui  simplifie  légèrement  la  démonstration. 

Les  mêmes  opérations  peuvent  s'appliquer  au  calcul  des 
limites  extrêmes  d'indétermination  d'une  suite.  Cela  revient  à 
remplacer,  dans  cette  suite,  des  groupes  d'un  nombre  limité  de 
termes  consécutifs,  soit  par  le  plus  grand,  soit  par  le  plus  petit 
de  ces  termes. 

Enfin,  signalons  une  dernière  définition  qui  n'est  pas  sans 
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analogie  avec  la  précédente.  Considérons  la  suite  u„,  u„^,,  .... 
Soient  M„  et  m„  les  bornes  supérieure  et  inférieure  de  cette  suite, 
bornes  qui  peuvent  être  +x  ou  — x.  Les  nombres  M„  ne  vont 
jamais  en  croissant  avec  n,  et  d'ailleurs  ils  restent  supérieurs  à 
l'un  quelconijue  des  nombres  m.,.  Les  nombres  M„  tendent 
donc  vers  leur  borne  inférieure  L.  Ce  nombre  L  est  la  plus 
^'rande  limite  de  la  suite  u„.  Pareillement,  la  borne  supérieure  / 
de  la  suite  m„  est  la  plus  petite  limite  de  la  suite  u„. 

Si  l'on  étudie  une  fonction  l\x),  on  définit  les  deux  fonctions 
M  (a;)  et  m  [x)  qui  sont  les  bornes  supérieure  et  inférieure^de 
/'(X),  pour  \  X.  La  fonction  M(.r)  ne  croît  jamais  et  est 
bornée  inférieurement.  Sa  borne  est  sa  limite.  Cette  limite  L  est 
la  plus  grande  limite  de /(a;).  De  même  la  borne  supérieure  l  de 
in(^x),  qui  est  en  même  temps  sa  limite,  est  la  plus  petite  limite 
de  y  (a;). 


CllAlMTIU:  I. 
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Sans  qu'il  soit  préalablement  nécessaire  de  puiser  des 
exemples  dans  les  très  nombreuses  questions  où  intervient  la 
notion  de  croissance,  le  lecteur  admettra  l'intérêt  actuel  d'une 
théorie  générale  et  abstraite  des  ordres  de  croissance.  Son  utilité 
sera  au  reste  démontrée  par  les  applications  que  nous  en  ferons 
et  auxquelles  seront  consacrés  les  deux  derniers  Chapitres  de  ces 
Leçons,  dont  les  trois  premiers  sont  employés  à  l'établissement 
de  la  théorie. 

Nous  allons  d'abord  envisager  certains  types  fondamentaux 
de  fonctions  croissantes.  A  chacune  de  ces  fonctions  nous  adjoin- 
drons un  signe  qui  nous  servira  à  noter  son  ordre  de  croissance. 
Nous  définirons  ensuite  des  opérations  sur  les  ordres,  qui  nous 
l»ermettront  de  noter,  par  des  combinaisons  des  signes  élémen- 
taires, les  ordres  de  fonctions  formant  des  classes  de  plus  en 
plus  étendues.  A  chacune  de  ces  combinaisons  correspondra  une 
fonction  unique,  et  réciproquement.  Ainsi  se  trouve  bornée  la 
matière  de  notre  premier  Chapitre. 

Mais,  parmi  les  fonctions,  beaucoup  plus  générales,  dont  les 
procédés  précédents  ne  nous  permettent  pas  de  noter  l'ordre, 
nous  retiendrons  celles  dont  la  croissance  est  la  plus  voisine  des 
premières,  et  sera  appelée  par  nous  régulière.  Nous  noterons  leur 
ordre  au  moyen  même  des  expressions  servant  pour  les  fonctions 
types  voisines,  mais  en  adjoignant  à  ces  expressions  un  signe 
distinctif  (parenthèse).  L'étude  de  ces  croissances  fera  l'objet 
tlu   second  Chapitre. 

Enfin  le  troisième  Chapitre  sera  consacré  aux  modifications 
apportées  à  l'ordre  de  croissance  d'une  fonction  par  l'intégration 
et  la  différentiation  de  cette  fonction. 
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Les  ;;énéralités  exposées  dans  l'Introduction  étaient  indis- 
pensal)les  pour  inlroduirc  certains  nombres  caractérisant  la  crois- 
sance (les  fonctions.  Ces  nombres  seront  définis  comme  des  limites 
de  fonctions  ou  de  suites.  Lorsque  nous  aurons  des  fonctions 
ou  des  suites  ne  tendant  pas  vers  une  limite  unique,  ce  seront 
la  plus  p;rande  et  la  plus  petite  limite  que  nous  envisagerons. 

Montrons  par  un  exemple  comment  la  connaissance  de  cer- 
tains nombres  et  de  leur  signification  peut  nous  fournir,  avec 
précision,  certains  renseignements  essentiels  sur  la  croissance 
d'une  fonction,  relativement  à  la  croissance  de  la  varialde  x, 
prise  pour  étalon  de  croissance. 

Soit  la  fonction 

y   =  T-  loi;\r(  ?.  -r-  sin.r  l'"''-' . 

(Nous  conviendrons  de  noter 

l<ifj  loi;./'  =  l'>g.>.r.  loiîlog/,a'  =  [o'Jip^iX.) 

Le  facteur  le  plus  croissant  dans  )•  est  évidemment  x-.  For- 
mons le  rapport 

log.r. 

logr  ' 
on  a 

log  )-  =  •).  \o^x  -+-  log-j.r  -^  log.,.>-  X  log(  -2  -r-  «in.r  j. 


Don( 


logi-  logj-^         log:, J-  X  log(  2  —  sin.r) 

loKJ-  l'ii;.''  loi.r 


et,  par  suite, 

(i)  hm 


lo2.r 


Ce  nombre   >  nous  renseigne  déjà  utilement  sur  la  croissance 
de  la  fonction.  Mais  les  fonctions 


J'i='-  log-.r.  .)-2=  î;; 


nous  auraient  conduit  par  la  même  opération  à  la  même  limite  *>. 
Formons  la  différence  log  )' —  i  log.r  et  cherchons  si  son  rap- 
port à  log.j.r  tend  vers  une  limite.  Il  en  est  effectivement  ainsi  et 


log  )■  —  •>.  logx 
Jogjj; 
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Ce  nombre  i  nous  donne  une  seconde  approximation  très 
précise  sur  la  croissance  dey.  Il  est  maintenant  naturel  de  cher- 
cher si 

loi;  V  —  ■>  lu;;  *  —  l"ii-.>' 

tend  vers  une  limite. 
Ce  rapport  est  égal  à 

11  oscille  entre  o  et  log  •.  Ici  nous  n'avons  plus  de  résultat 
précis.  Nous  connaissons  cependant  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  limite  du  troisième  rapport  examiné,  mais  il  nous  est 
impossible  de  tenter  une  quatrième  approximation. 

En  tous  cas,  les  propriétés  essentielles  de  la  fonction  relati- 
vement à  la  croissance  sont  indiquées  par  la  signification  et  la 
valeur  des  nombres  trouvés  :>..  i  et  <»,  log  .i. 

Ordres  fondamentaux  de  croissance.  —  Les  fonctions  que  nous 
étudierons  d'abord  et  qui  nous  fourniront  les  étalons  fonda- 
mentaux de  croissance  sont  les  puissances  de  la  variable  et  les 
fonctions  exponentielle  et  logarithmique. 

Nous  envisagerons  ensuite  les  fonctions  se  déduisant  des  pre- 
mières par  composition  de  ces  fonctions  entre  elles,  puis 
(Chapitre  III)  par  intégration  et  différentiation. 

La  fonction  logarithmique  se  rattache  ainsi  aux  puissances 

de  la  variable,  puisqu'elle  est  la  primitive  de  -•  L'importance 

de  la  fonction  exponentielle  résultera  pour  nous,  d'abord  du 
fait  qu'elle  est  l'inverse  de  la  fonction  logarithmique  et  en- 
suite du  fait  que  sa  dérivée  lui  est  égale  et  a,  par  suite,  une 
croissance  identique  à  la  sienne. 

Nous  rappelons,  une  fois  pour  toutes,  que  la  fonction  et  la 
variable  sont  toutes  deux  des  infiniment  grands  positifs.  Nous 
prenons  pour  infiniment  grand  principal  la  variable  x,  et  nous 
convenons  de  dire  que  son  ordre  de  grandeur  est  identique  à  i. 
Nous  dirons  de  même  que,  n  étant  un  nombre  positif  fixe  quel- 
conque, l'ordre  de  grandeur  de  x"  est  identique  à  n.  Dans  la 
suite,  nous  conserverons  cette  définition,  si  n  est  négatif  ou 
nul. 
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La  fonction  exponentielle  e'  croît  plus  rapidement  que  n'im- 
porte cjuelle  puissance  de  :r.  On  a 

liin     —  =:  -4-  X, 

.1*  =  -t-  «  •* 

quel  que  soit  le  nombre  n.  Nous  avons  là  un  premier  exemple 
d'un  fait  général,  et  qui  constitue  une  différence  essentielle 
entre  les  suites  de  nombres  et  les  suites  de  fonctions.  Consi- 
dérons la  suite  de  fonctions  x,  x-,  x^,  ...,  x",  ....  Chacune 
d'elles  croît  plus  rapidement  que  toutes  celles  qui  la  précèdent. 
Si  l'on  donne  à  x  une  valeur  particulière  supérieure  à  i,  par 
exemple  :>.,  on  obtient  la  suite  •>.,  \,  H,  ...,  •>.",  ....  Aucun 
nombre  A,  donné,  n'est  supérieur  à  tous  les  termes  de  cette 
suite,    puisqu'elle    tend   vers  4-x. 

Et  cependant,  e'' a  la  propriété  d'augmenter  plus  rapidement 
que  toutes  les  fonctions  de  la  suite.  Donc,  d'une  part,  quelle 
que  soit  la  valeur  fixe  a  donnée  à  x,  il  est  possible  de  trouver 
une  valeur  n„  telle  que  pour  n^M,,,  on  a 

a '>  e', 

et  d'autre  part,  quel  que  soit  le  nombre  fixe  n  choisi,  il  existe 
une  valeur  h  de  x,  telle  que  x^  h  entraîne  x'^  <C.  e''. 

Nous  pouvons  dire,  en  un  certain  sens,  que  pour  x=-\-y:, 
e''  est  plus  grand  cjue  chacune  des  fonctions  de  la  suite,  bien 
que,  pour  toute  valeur  finie  de  .r,  e'"  ne  surpasse  qu'un  nombre 
limité  d'entre  elles. 

En  utilisant  la  représentation  géométrique  des  fonctions,  la 
courbe;»'  =  e',  pour  certaines  valeurs  de  x,  est  située  au-dessous 
de  la  courbe  y  =  x",  n  ayant  une  valeur  fixe,  mais  finit  par  la 
dépasser. 

On  désignera  l'ordre  de  croissance  de  e'"  par  le  symbole  o,  à 
cause  d'évidentes  analogies  entre  cette  théorie  et  celle  des 
nombres  transfinis  de  Cantor.  L'ordre  de  croissance  de  x"  est  n. 
Le  fait  que 


s'exprime  par  m  ^  n. 
K    B. 
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Le  nombre  m  que  nous  introduisons  dans  la  numération  des 
ordres  de  croissance  est  donc  supérieur  à  tout  entier.  Nous 
dirons  que  lo  note  identiquement  l'ordre  de  e''. 

Les  opérations  sur  les  ordres  de  croissance.  —  Nous  allons 
définir  des  opérations  sur  les  ordres  de  croissance.  Ces  défini- 
tions seront  valables  quelles  que  soient  les  notations  que  nous 
serons  conduits  à  adopter  par  la  suite. 

Mais,  dès  maintenant,  indiquons  la  distinction  fondamentale 
que  nous  ferons  entre  deux  sortes  de  notations  :  i°  une  notation 
sera  dite  désigner  identiquement  un  ordre  de  croissance  quand 
elle  dési<inera  l'ordre  de  croissance  d'une  fonction  unique  par- 
faitement déterminée;  ainsi,  n  et  to  notent  identiquement  les 
ordres  de  .r"  et  de  e'  respectivement;  c'est  de  ces  notations 
uniquement  que  nous  nous  occuperons  dans  ce  Chapitre  ; 
.i°  nous  introduirons  au  second  Chapitre  des  notations  dont 
chacune  désignera  non  plus  une  fonction  unique,  mais  toute 
une  classe  de  fonctions  possédant  en  commun  une  même  allure 
de  croissance. 

Soient  a,,  y.,,  .  .  .,  y.p  des  expressions  désignant  identiquement 
divers  ordres  de  croissance.  Il  existe,  pour  chacun  de  ces  ordres, 
une  fonction  et  une  seule  possédant  identiquement  cet  ordre. 
Soient/,  ,/j,  .  .  ■ ,  fp  ces  fonctions. 

Effectuons  sur  /', ,  /■,,  .  .  .  ,/f,  une  opération  déterminée  A,  telle 
que  produit,  dérivation,  opération  fonctionnelle  quelconque. 
Soit  F  la  fonction  résultat  de  cette  opération.  Nous  dirons 
que  nous  avons  effectué  une  certaine  opération  A'  sur  les 
ordres  a,,  y.-j,  ...,  yp  et  (jue  l'ordre  a  de  F  est  identique  au 
résultat  de  cette  opération.  Nous  définirons  A'  en  définissant  A. 
Nous  adopterons  une  terminologie  pour  désigner  les  diverses 
opérations  A',  et  des  signes  d'opération  pour  représenter,  par 
une  expression  composée  avec  a,,  ao,  .  .  .,  y.p,  le  résultat  d'une 
opération  A'  effectuée  sur  ces  ordres.  Par  convention  cette 
expression  notera  identiquement  l'ordre  de  F. 

Considérons  d'abord,  comme  opération  A,  le  produit.  Nous 
posons  F=/',  /o  ...  fp.  Nous  appellerons  l'opération  A'  cor- 
respondante Vaddition  des  ordres  de  croissance,  et  l'ordre  a 
de   F  sera   appelé  la   somme  des   ordres   a,,  y-j,  .  .  .,  y.p,   somme 
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qui   sera   représentée  par 

a,  -i-  a,    -...»-  1,,. 

SI  donc  /(,  /'j,  .  .  .,.//)  sont  des  fonctions  parfaitement  déter- 
minées   par   la   connaissance    des    ordres   7.,,  /..,   ...,  a,,,    nous 
dirons  (pif  la  notation  a,+  ^j  +  .  •  •  +  ^■,1  désigne  identifiuement 
'      l'ordre  de  l'\  Nous  écrirons 

a  ^  a,  ^-  '/2  -t-  .  .  .-+-  y.,,. 

Dans  le  cas  où  a,,  a.,  .  .  .,  a^,  sont  des  nombres  arithmétiques, 
l'ordre  de  F  est  a  priori  un  nombre  de  même  nature,  que  nous 
pouvons  calculer  directement  d'après  l'égalité  F  =  J\  /',  ....  /'/,. 
Soient  donc  n,,  n^,  .  .  .  ,np  les  ordres  identiques  de  /i,  /  j,  .  .  . ,  /,, 
On  a 

Donc 

F   ~  .T"i-*-"i-^-  •■*-";'. 

Ainsi  l'ordre  de  F  se  trouve  être  identique  au  nombre  arith- 
métique effectué  n,  +  n^  +  .  .  .  +  Up.  Or,  d'après  les  conventions 
relatives  à  l'addition  des  ordres,  l'ordre  de  F  se  note  aussi 
identiquement  n,  +  ^2  +  •  •  •  +  ^p.  Donc,  dans  cette  expression, 
où  chaque- terme  désigne  un  ordre  de  grandeur,  et  où,  a  priori, 
les  signes  +  utilisés  n'ont  rien  de  commun  avec  ceux  de  l'Algèbre, 
il  est  loisible  de  procéder  comme  s'ils  avaient  le  même  sens, 
quand  n,,  n-,,  .  .  . ,  rip  sont  des  nombres  arithmétiques,  et  de  rem- 
placer l'expression  par  la  somme  arithmétique  effectuée. 

La  définition  donnée  de  l'addition  des  ordres  de  croissance 
montre  immédiatement  que  cette  opération  est  commutative, 
c'est-à-dire  que  dans  une  somme  d'ordres  on  peut  intervertir 
l'ordre  des  termes,  et  associative,  c'est-à-dire  qu'on  peut  rem- 
placer plusieurs  d'entre  eux  par  leur  somme  effectuée,  ou  inver- 
sement décomposer  certains  d'entre  eux  en  une  somme  d'autres. 
Tout  ceci  est  une  conséquence  immédiate  du  fait  que  le 
produit  /',  /■,  .  .  .  J'p  jouit  des  propriétés  commutative  et  associa- 
tive. 

En  particulier,  on  pourra  grouper  ceux  des  termes  qui  sont 
des  nombres  arithmétiques,  et  les  remplacer  par  leur  somme 
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effectuée.  Dans  la  définition  donnée  de  l'addition  des  ordres, 
rien  ne  s'oppose  à  ce  que  certains  de  ces  ordres,  ou  même  tous, 
soient  négatifs.  On  pourra  grouper  tous  les  ordres  positifs  ou 
négatifs  et  les  réduire  à  un  seul  par  voie  d'addition  algébrique. 
A  titres  d'exemples,   l'ordre  de  x"  e'  est  identique  à  n  -|-  (» 

ou   (t>  +  n.   Celui  de  —  est  identique  à   (o  —  n.  Celui  de  e'  X  e' 

est   M  +  (-).  L'opération  que  nous  allons  immédiatement  définir 
nousjpermettra  d'écrire 

w  -t-  tO  ^  2  X  tu 

(niais  non  pas  :  (o  +  ''J  =  <•>  X  '.  ). 

Passons  à  la  multiplication  des  ordres  de  croissance.  Prenons 
comme  opération  A  la  composition  des  fonctions.  Soient,  tout 
d'abord,  deux  ordres  seulement  a,  et  a^,/',  et /^  les  fonctions 
uniques  dont  les  ordres  sont  identiquement  désignés  par  a, 
et   y.-2.  Nous  posons 

D'une  façon  précise,  dans  la  fonction  F^/, (r),  nous  consi- 
dérons )■  comme  la  fonction  de  x  égale  à  f-z{x).  F  est  alors  une 
fonction  de  x,  et,  pour  la  calculer  pour  chaque  valeur  de  x,  nous 
y  remplaçons  y  par  son  expression  en  x,  ce  qui  nous  conduit  à 
l'écrire 

On  dit  encore  que  F  est  le  résultat  de  l'opération  fonction- 
nelle /,  appliquée  à  /'■2{x). 

Nous  appellerons  l'opération  A'  correspondante  la  multipli- 
cation des  ordres  de  croissance,  et  l'ordre  a  de  F  sera  appelé  le 
produit  de  l'ordre  a,  par  l'ordre  x^  (et  non  pas  a^  par  a,  ),  pro- 
duit qui  sera  représenté  par  a,  X  a^  ou  a,.7.j  ou  même  x,  y.^ 
s'il  ne  peut  pas  en  résulter  de  confusion. 

La  multiplication  des  ordres  donne  lieu  à  des  remarques 
analogues  à  celles  de  l'addition. 

SiJ\,f-,  sont  parfaitement  déterminées  par  la  connaissance 
des  ordres  7.,,  x-.,  nous  dirons  que  la  notation  a,  X  a^  désigne  iden- 
tiquement l'ordre  de  F.  Nous  écrirons 

a  =  2i  X  aj. 
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Examinons  le  cas  où  a,  et  y^  sont  des  nombres  arithmétiques: 
Si  a,  =  n,,  aj  =  n^.,  on  a 

Donc 

F  =  ./■".".. 

L'ordre  de  F  se  trouve  être  identique  au  nombre  arithmé- 
tique effectué  nfU^.  Donc,  dans  l'expression  n,  X  n^,  où  n,  et  n^ 
désignent  des  ordres  de  grandeurs  arithmétiques,  et  où  a  priori 
le  signe  X  utilisé  n'a  rien  de  commun  avec  celui  de  l'Algèbre, 
il  est  loisible  de  procéder  comme  s'il  avait  le  même  sens  et  de 
remplacer  l'expression  par  le  produit  arithmétique  effectué. 

La  multiplication  des  deux  ordres  est  commutative  quand  ces 
ordres  sont  des  nombres  arithmétiques.  Mais  dans  le  cas  général 
elle  ne  possède  pas  cette  propriété. 

On  n'a  pas 

•l[o(T)]  =  ç['l{.r)]. 

Ainsi 

On  définit  d'une  manière  entièrement  analogue  le  produit 
de  plusieurs  ordres  a,,  a.j,  ....  a,,,  rangés  dans  l'ordre  indiqué. 
D'une  façon  générale,  ce  produit  est  le  produit  de  l'ordre  a, 
par  l'ordre  y.,X  7.;,  X  ...  X  y.p.  Le  produit  de  deux  ordres  étant 
défini,  ceci  fait  connaître  le  produit  de  trois,  quatre,  .  .  .  ordres, 
quel  que  soit  l'entier  p. 

Dans  un  produit  de  plusieurs  ordres  on  ne  peut  pas  intervertir 
l'ordre  des  facteurs,  mais  on  peut  grouper  plusieurs  facteurs 
consécutifs,  et  les  remplacer  par  leur  produit  effectué,  si  l'on  sait 
noter  ce  produit. 

En  effet,  prenons  par  exemple  le  cas  de  quatre  facteurs  a,,  y..,, 
a;,,  y.;.   Posons 

''=/i'r).      r=A(^^-      --^Aif),      t=f;ix).  . 

F,  y,  z,  t  sont  des  fonctions  de  x.  L'ordre  de  t  est  a,,  celui 
de  z,  7-:,  X  y.;,  celui  de  y,  7.^7.37.,,  celui  de  F,  7.,7.ja,7..  Or,  il  est 
évident  que.  si 
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les  deux  égalités  où  figure  z  peuvent  être  remplacées  par 

sans  que  l'expression  de  F  en  r  change.  Or,  l'ordre  de  /j[/:i(^)] 
est  aj.a,.  Donc  l'ordre  de  F  est  aussi 


a,  X  aj.ajX  a^. 
C'est  pareillement 

ai  aj  X  ^3  X  a^ 
et  par  suite 

C'est  aussi  par  définition 


aiXaîXXj.ai     et     r\X  ■Xj.ri.^'X;. 
Au  point  de  vue  de  la  distributivité,  l'expression 


a,  X  a, -r-  «3 —  ...-(- a,. 


ne   possède   pas,   en   général,   cette  propriété,   c'est-à-dire   que 
cet  ordre  ne  définit  pas  la  même  fonction  que 

ai  X  a.)  -r-  3:1  X  ^3  -K .  .  . . 
En  effet,  si 

F  =/,()'»        et       y  =fi{x)xfj  x)x...xfi,ix), 

on  a  en  général 

F  ?^/i[/î^-r)]x/.[/,(:r)]x.... 

Mais  l'expression 


■x^  —  n-i  — .  .  .— XpX  y.x 
est  distributive.  Car,  si 

F  =A'y)xf:i(y)x--- 

et  si 

on  a 

F=/,\A(x)\xf,\f,(x)]x..., 

dont  l'ordre  est  aussi 

a*  x  2)  -;-  a,  X  ai  -r .  .  . . 
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A  la  iinilti|ili<a  liim  de  plusieurs  ordres  se  ra  I  latlieul  l'ilé- 
ration  et  riuversion  des  fonctions.  L'itération  d'une  fonction  i 
est  le  produit  de  plusieurs  opérations  fonctionnelles  identiques 
à  'z,.  La  fonction  obtenue  est  à  la  fonction  de  fonction  ce  que 
la  puissance  d'un  noinl)re  est  au  produit  de  deux  noniitres 
distincts. 

Nous  écrirons 

•^1  -5(.r)]  =  o.,(  ./•»,  -^I  -i,,!  r  i]  =  'j,,  ^iTr  ). 

'j>/, (.r)  a  pour  ordre  l'ordre  de  '^{x)  élevé  à  la  puissance  h.  Si 
C5(x)  a  son  ordre  identiquement  noté  par  a,  nous  conviendrons 
de  noter  identiquement  par  -/'  l'ordre  de  'i/,{x).  En  particulier, 
si  l'ordre  de  ■:>  est  un  nombre  arithmétique  n,  cette  convention 
conduit  à  noter  n^  l'ordre  de  -i/,.  Comme  ■:i=x",  ■j,/,  =  x"''. 
Notre  convention  se  trouve  donc  dans  ce  cas  particulier  se 
réduire  à  une  convention  antérieure. 

Il  est  aisé  d'étendre  les  définitions  et  les  formules  au  cas  où  h 
est  un  entier  négatif  ou  nul.  Il  suffira  de  convenir  que  la  relation 

subsistera,  même  si  h — i  est  négatif  ou  nul,  et  alors  on  peut 
définir  de  proche  en  proche  -i/,  pour  les  valeurs  décroissantes  et 
négatives  de  h. 

On  a 

'ro(i^)  =  ^, 
en  faisant  /i  =  i. 

On  constate  ainsi  la  validité  de  la  notation  yP  ^,  i,  quel  que 
soit  l'ordre  a. 

La  fonction  -s   ,  [x)  est  définie  par  l'égalité 

9['i-,(.ri]  =  X. 

Or,  si  l'égalité  >'  =  '^{x)  résolue  par  rapport  à  .v  donne  x  =  f)(  )), 
on  sait  que  la  fonction  0  est  appelée  la  fonction  nwerse  de  .i. 
Donc 

L'ortlre  de   .p    ,  est  appelé  l'inverse  de  l'ordre  de   .p   et   si  ce 


a4  (iivi'inu;  i. 

dornitM-    est     a,    le    iiremier    se     noie      ou    a~'.    En    particulier, 
'  a 

l'inverse  de  Idrdre  /?  est  iilenticiue  à  -• 

'  Il 

En  itérant  la  fonction  inverse,  on  obtient  les  fonctions 
ç_î(.r),      ....     ■^_i,(x) 

et  l'ordre  de  o_h{x)  est  a  ^'. 

Soit  à  trouver  l'ordre  delà  fonction  inverse  de  .p  [^(a;)],  sachant 
que  a  et  ,j  sont  respectivement  les  ordres  identiques  de  cp  et  •!/. 

Si  '^[•!/(a:)l=  F(a;),  si  'j>,,  •!/,,  F,  sont  les  fonctions  inverses  de 
cp,  •{/,  F,  on  a 

comme  on  le  vérifie  par 

F-[F,(.r|]  =.r. 

L'ordre  de  F  est  a  X  3.  Celui  de  F,  est  donc 7-'  Mais  l'ex- 

pression  de  F,  montre  que  cet  ordre  est  aussi  ^^  X     • 

Donc  ' 

I    I  _    I 

et,  en  général, 

I   I         I 


La  notation  des  ordres  usuels.  —  Appliquons  à  la  composition 
entre  elles  et  à  l'itération  respective  des  fonctions  e''  et  x"  les 
règles  de  la  multiplication  des  ordres. 

L'itération  de  la  fonction  e''  donne  d'abord  e''^  dont  l'ordre 
est  (.)"-,  puis  C'  dont  l'ordre  est  (o"',  etc.  Nous  savons  donc  ce 
que  représente  (>>",  n  étant  un  entier  quelconque.  On  obtient 
ainsi  une  suite  de  fonctions  de  plus  en  plus  rapidement 
croissantes. 

Cependant,  il  est  possible  de  trouver  une  fonction  dont  la 
croissance  dépasse  celle  de  chacune  de  ces  fonctions.  C'est  une 
application  particulière  du  théorème  suivant,  dû  à  P.  du  Bois- 
Reymond  :   Si  Von  considère  une  suite  dénombrable  de  fonctions 
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's,(^x),  .  .  .,  -ç^i^x),  .  .  .,  on  peut  trouver  une  fonction  f{x)  telle  que 

.  /(  T  ) 

liin   -= = -(- oc, 

.     -  X  'in  I  •'•  t 

quel  que   soit    n. 

En  el]"(.'l,  pour  x  =  «,  choisissons  /"(n)  égal  au  plus  grand  des 
nombres 

M..x',';''i,(.r),      ....      Mav',';'c;„r.r), 

en  désignant  par  Max'j'j>(a:)  la  borne   supérieure  de  '^{x)  dans 
l'inlervaile  a 'i.  On  a 

pour 

a^o  <  ar  <  n  -i-  I         (  t  =  I ,  -2,  . . . ,  /«  ;  ; 


et  évidemment 


fin  -\-  1}  -  fi  n). 


Si  donc  /'(.t)  est  choisi  pour  n  <^a;<Cn  +  i  simplement  crois- 
sant, variant  linéairement  par  exemple,  la  fonction  /(.t)  est 
aussi  définie  pour  toute  valeur  de  x  et  l'on  a 

J'i-"' )'y  ^n^  ^  ^  pour         xcn. 

0        ix^ 
Si,  quel   que   soit  n,  il  existe  un  nombre  p  tel  que  •  ""^^' 

'■f  n  (  -^  ^ 

tende  vers  +  -Ji  avec  a;,  il  en  sera   de   même  de   '■^— — •   Cette 

hypothèse  est  d'ailleurs  superflue,  car,  H  (a;)  étant  une  fonction 
tendant  vers  +  x,  en  posant 

F(  X  )  =  j'y  x\^  'I(^), 
on  a 

¥ix) 


liiii 


•  co    'i  ui-^  ) 

quel  que  soit  l'indice  n. 

En  particulier,  il  existe  des  fonctions  croissant  plus  rapide- 
ment que  celles  d'ordre  (o,  (.)-,  .  .  . ,  «o",  .... 

Ces  fonctions  resteront  extérieures  au  cadre  de  notre  étude. 
Nous  ne  les  rencontrerons  qu'exceptionnellement  dans  les 
théories  générales  qui  suivront,  et  jamais  dans  les  applications 
que  nous  donnerons  de  ces  théories.  Ces  fonctions  limitent  le 
champ  de  nos  recherches  de  la  même  façon  que  dans  les  sciences 
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d'observation  ;  rexpérimentation  se  limite  actuellement  aux  phé- 
nomènes observables  parle  microscope  d'une  part  et  par  le  téles- 
cope d'autre  part.  En  somme,  nous  devons  imposer  une  borne 
aux  ordres  de  croissance  objet  de  notre  étude,  cette  borne 
étant  d'ailleurs  laissée  à  notre  choix  (  '  ).  Ce  fait  est  une  consé- 
quence nécessaire  du  théorème  de  P.  du  Bois-Reymond.  Pour 
épuiser  les  ordres  de  croissance,  il  faudrait  déterminer  une  suite 
de  fonctions  telles  que  toute  fonction  soit  dépassée  par  l'une 
d'entre  elles.  Or,  ceci  n'est  pas  possible.  Il  faut  donc  se  l)orner. 
Quand  on  cherche  à  rendre  concrète  la  théorie  des  nombres 
transfinis,  on  se  heurte  de  même  à  l'impossibilité  de  désigner 
tous  ces  nombres  par  un  nombre  fini  de  mots,  ou  de  symboles, 
parce  qu'à  un  nombre  fini  de  mots  ou  de  symboles  ne  corres- 
pond qu'une  suite  dénombrable  de  nombres  transfinis,  et  alors 
il  existe  un  nombre  non  encore  nommé  qui  est  supérieur  à  tous 
les  nombres  de  la  suite. 

Notre  limitation  consistera  à  n'envisager  que  des  fonctions 
d'ordre  inférieur  à  to",  n  étant  un  nombre  entier  fini. 

Les  puissances  négatives  de  (->  se  définissent  immédiatement. 
Ainsi  (.j  '  est  l'ordre  de  la  fonction  inverse  de  e',  (jui  est  \og  x. 
De  même,  m  "-  est  l'ordre  de  log  log  x  ou  log^^T,  (o  /'  est  l'ordre 
de  \ogpX. 

Ces  fonctions  loga;,  log^a;,  ...,  \ogpX,  ...  augmentent  de  plus 
en  plus  lentement.  Il  existe  cependant  des  fonctions  croissantes 
et  croissant  plus  lentement  que  chacune  des  fonctions  de  cette 
suite.  En  effet,  désignons  par  ef,(x)  la  fonction  inverse  de 
\ogpX,  et  considérons  une  fonction  /'( a; )  croissant  plus  vite  que 
ep[x)  quel  que  soit  l'entier  p.  La  fonction  inverse  de  /'  croît 
plus  lentement  que  la  fonction  inverse  de  Cp,  c'est-à-dire  que 
\ogpX.  Rappelons  brièvement  pourquoi,  étant  données  deux 
fonctions  ,/'  et  ç,  croissantes  et  telles  que  y'(.r)> '^(.r),  pour 
toute  valeur  de  x,  leurs  inverses  J\  et  cp,  donnent  lieu  à  l'inéga- 
lité y,  (a;)  <i'Si[x).  On  a 


(')  C'est   là  la  difîérence  avec   les   sciences  d'observation  :   on  pourrait 
choisir  une   autre  limitation  ;  mais  il  est  nécessaire  d'en  choisir  une. 
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Donnons  à  x  une  valeur  particulière.  Il  est  impossible  que 
/',  [x)   '  '^,  [x).  Car,  s'il  en  était  ainsi,  on  aurait 

Or  'i[/',  (.r)]  <C./ [./i('^')|  par  hypothèse.  On  en  conclurait 

rl?><-^'l</l/''^)]^ 

ce  qui  est  inexact,  puisque  les  deux  membres  sont  égaux  à  x. 
Donc, 

La  démonstration  qui  précède  se  généraliserait  évidemment 
par  le  théorème  suivant  : 

Étant  données  une  suite  '.i,,  v^,  ...,  z>„  de  fonctions  indéfi- 
niment croissantes,  il  existe  une  fonction/  indéfiniment  croissante 
et  telle  que 

lim.  =  o, 

.,■  =  +»  'rui'^) 

quel  que  soit  V entier  n  choisi. 

En  voici  une  démonstration  directe. 

Puisque  les  fonctions  ,;,,  -s^,  ...,  'f//  en  nombre  fini  croissent 
indéfiniment,  il  existe  un  nombre  x„  tel  que,  pour  x  ^x„,  on  ait 

•i,>  n  —  i, 

pour  toutes  les  valeurs  1,2,  .  .  . ,  n  de  l'indice  i. 
Je  pose 

♦ 
Je  choisis  maintenant  les  valeurs  de  /'(:c)  pour  x^x„  en  leur 

imposant  la  seule  condition  d'être  croissantes,  ce  qui  est  pos- 
sible, puisque 

Je    dis    que    la    fonction   f{x)    ainsi    définie    est    telle   que 

J\x)   <.'^„{x),   pOUF  X>X„. 

En  effet,  soit  p  un  entier  supérieur  ou  égal  à  n.  Dans  finter- 
valle  x,,lx'$XpJ^^,  on  a 

'f/i('^)>  />  -^-  I- 
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Donc  's„[x)'^ /[x),  puisque  /  dans  cet  intervalle  varie  en 
croissant  de  p  à  p  +  '• 


Si.  quel  que  soit  n,  il  existe  un  nombre  p,  tel  que    — 


.,,  (  .r  ) 


tende  vers  zéro  avec  —  >  on  aura  a  fortiori 

lira =  o. 

.,:-_■+«  o„i.r) 

Si  l'on  ne  veut  pas   introduire   cette   hypothèse,  il   suffît   de 

considérer  la  fonction   ^  /. 

On  a 

I-         v7 

lim     : =  o. 

V'?  I 

puisque  —=-<"-;=  pour  x^x„. 

En  particulier, la  fonction  /'égale  à  p  pour  Xp  =  ep{p)  et  crois- 
sant selon  une  loi  arbitraire,  entre  deux  points  Xp  consécutifs, 
croît  moins  vite  que  log^a:,  quel  que  soit  p,  et  par  suite,  puisque 

I  f\  or       'jr*  fi  or  \ 

T-^^—  est  infiniment  petit  si  p  <iq,  f tend  vers  zéro,  quelque 

grand  que  soit  l'entier  p  choisi. 

Remarquons,  pour  terminer  l'étude  de  l'itération  de  la  fonc- 
tion e^,  que  les  ordres  de  croissance  donnent  lieu  à  l'identité 

tu"  X   C0"'=  10"+"', 

d'après  le  principe  de  l'associativité  des  exposants  super- 
posés. 

La  multiplication  des  ordres  de  grandeur  où  figure  m  présente 
de  plus  grandes  difficultés.  Elle  n'est  plus  commutative,  comme 
celle  des  ordres  arithmétiques. 

Considérons  la  multiplication  des  ordres  n  et  (o. 

Cherchons  la  fonction  d'ordre  nfo.  Dans  la  fonction  v",  je  dois 
remplacer  v  par  e-^.  Donc,  ruo  est  identiquement  l'ordre  de  e"-^- 

Cherchons  la  fonction  dont  l'ordre  est  identique  à  ton.  Dans 
la  fonction  e',  je  dois  remplacer  r  par  x".  J'obtiens  la  fonc- 
tion e^". 

La  fonction  d'ordre  pton  est  eP-^".  Des  deux  facteurs  p  et  n, 
séparés  par  to,  c'est  manifestement  le  second  qui  est  le  plus 
important.  Quelque  petit  que  soit  le  nombre    fixe    a,  et   quel 


I.A    NOTATION    DKS    OUDUKS    TVI'CS    DE    CKOISSANCK.  29 

que  soit  le  nombre  positif  p,  on  a 


«o  X  //  —  a  •<  /'lit n  <  (o  X.  n  —  %. 

Nous  allons  voir  au  contraire  «pie,  île  deux  facteurs  numé- 
ri(|ues  séparés  par  — .  h;  plus  important  est  le  premier. 

Faisons  le  produit  de  n  par  -  •  On  obtient   comme  fonction 

correspondante  (\ogx)".  Le  produit  de  -  par  p  donne 

De  même  rh  —  p  est  l'ordre  de  p" {\ogx)" .  On  a,  quel  que  soit  le 
nombre  positif  v., 


Il  —  a  X  —  <  «  —  />  <  /i  -r-  a  —  • 

CO  CiJ  (ij 

Ces  remarques  nous  seront  utiles  pour  la  notation  des 
ordres  parenthèses   (Chap.   II). 

La  combinaison  de  m  avec  les  ordres  arithmétiques  permet 
de  noter  la  modification  qu'introduit  dans  une  fonction 
la  multiplication  par  un  facteur  constant  ou  même  l'addition 
pure  et  simple  d'une  constante. 

Soit  à  noter  l'ordre  de  ax".  On  a 

L'ordre  de  la  fonction  ax"  est  donc  identique  à  —aton.  Si 
a  =  1 ,  cette  expression  devient  -  •  i .  (on.  Comme  —  •  i .  (o  =  i  (  '  ), 

(  '  )  Pour  la  généralité  des  notations  il  convient  d'examiner  les  cas  où, 
dans  une  expression  d'ordre,  un  nombre  arithmétique  devient  égal  à  i  ou 
à  o.  I  est  l'ordre  de  a;;  o  est  celui  de  x'-  =  i.  Dans  un  produit  un  facteur  égal 
à  I  peut  être  supprimé.  Un  facteur  égal  à  o  rend  inutiles  tous  les  facteurs 
suivants  et  entraîne  la  constance  de  la  fonction  dont  on  exprime  l'ordre. 
Si  l'on  accepte  nettement  l'utilisation  de  o  comme  signe  d'ordre,  on  a  l'avan- 
tage que  la  multiplication  d'une  fonction  par  une  constante  ne  fait  qu'ajou- 
ter un  terme  à  l'ordre  de  cette  fonction  sans  modifier  les  termes  déjà  écrits. 
Au  lieu  d'écrire  l'ordre  de  ao  (x),  'f  (x)  ayant  son  ordre  noté  identiquement 

par   2,    sous    la    forme    —  a"ja,    on    peut    le    noter    a -| atoo.    D'ailleurs 

(.0  "■  10 

1  I 

—  a coo  =  —  e"~'  oi*o  :=.... 
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elle  se  réduit  à  ii.  Mais,  si  a  -~-  i ,  l'expression  ne  peut  pas  se  sim- 
plifier. 

On  peut  aller  plus  loin  et  distinguer  une  fonction  de  celle 
qui  n'en  diffère  que  par  une  constante  additive  a.  Cherchons 
un  ordre  qui  soit  identiquement  celui  de  .r"  +  a.  On  a 

.r'—  a  —  logt"'"-^''  =  loge"  x  e^"  =  log.>e^"^"-^'^"  =  log2(e'^"*""V". 

Cet  ordre  est 

—  r"  tu^  n . 

Si  a  ^  o,  cette  expression  se  réduit  à  n.  Si  a  7=  o,  elle  ne  se 
simplifie  pas  et  la  fonction  dont  l'ordre  lui  est  identiquement 
égal  est  x"  +  a. 

Une  interversion  dans  l'ordre  des  facteurs  modifie  profondé- 
ment l'ordre   de   croissance.   Ainsi,  la   fonction  d'ordre   (oa— n 

est  e '"'■'"  ".   Si  a^i,   cette    fonction    croît    plus  vite    que   xP, 
quelque  grand  que  soit  le  nombre  fixe  p.  Si  au  contraire  a  <C  i, 

(oa-n<C-7  quelque   grand   que  soit  p,  et  cependant,  comme 

cette  fonction,  si  a  est  positif,  est  plus  croissante  que  logo;,  on  a 

III 

—   <1  CO  «  —  /i  <<  —  ï 
OJ  (ij  p 

avec  o  <[  a  <^  I  et  p  ^  o. 

Donnons  quelques  exemples,  afin  de  familiariser  le  lecteur 
avec  le  système  de  notations  exposé. 

On  a 

L'ordre  de  x''  est  donc 


co  X  I  ^ —  ■ 


Ceci  est  évidemment  différent  de  oj-j-i   qui  est  l'ordre  de  xe^. 
On  a   de   même   :  y^ ^  e'  '"^''.    Si  donc   a  est  identiquement 

l'ordre  de  r,  l'ordre  de  y^  est  identique  à  w 


L'ordre  de  r' '  est  de  même  (o    ai  -] a 

L  w    , 


.  +  -1  a 

Soit  )'=  e^'"' .  L'ordre 
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de  T' '  est  <■)    n  +    -  (oni    ,  et-  (lui  se  réduit  à  (<>  X  m  +  n,  résultat 
évident  a  priori  puisque  (e''")''"'=  e''""'". 

gy/iiit;j-  Q  pour  ordre  ideulifiue  (•).     •  — •  De  niénie,  à  e''"f^r^'' cor- 

respond  (.)/>--/.   7.  étant  l'ordre  de  's. 

'  '   (.j  ' 

L'ordre  de  grandeur  de  -s,  -{-  l»  est 


—  X  loa  -H  ojB 

(ci  et  •!/  ayant  respectivement  pour  ordres  identiques  a  et    j), 

d'après 

o  -^  ^  —  log(  e?  X  e'V). 

L'ordre  (  '  )  de 

1 
[A^(log;r-f-  ,Ô  log.,.r-^  logB  )^p, 

A,  B,  ^j,  7.,  ■:  étant  des  constantes,  est  identiquement 


—  A  (o  -I-  a  —  X  —  15  oj  -i-  i  — 

0    1    tO  W  M  '     (I) 

Cet  exemple,  entre  beaucoup  d'autres,  montre  qu'on  saura 
noter  identiquement  l'ordre  de  croissance  de  toutes  les  fonc- 
tions formées  au  moyen  des  fonctions  fondamentales  x",  e''  et 
de  constantes  arbitraires,  tous  ces  éléments  étant  combinés 
entre  eux  un  nombre  fini  quelconque  de  fois,  par  addition, 
multiplication,  itération,  inversion  ou  composition. 

Etant  donné  qu'à  chacune  des  fonctions  de  cette  classe  corres- 
pond une  expression  d'ordre  et  que,  réciproquement,  une 
expression  quelconque  formée  au  moyen  des  nombres  arithmé- 
tiques et  du  symbole  co,  réunis  par  les  signes  de  l'Algèbre,  note 
identiquement  l'ordre  d'une  seule  fonction  de  cette  classe,  on 
peut  dire  que  nous  avons  là  un  second  moyen  d'écriture  pour 
désigner  explicitement  ces  fonctions.  Il  y  a  économie  d'écri- 
ture en  ce  sens  que  la  variable  n'est  pas  spécifiée,  qu'une  seule 
lettre  (o  permet  à  elle  seule  de  désigner  les  deux  fonctions  e'" 


(  '  )   LiNDKLor,  Mémoire  sur  les  fondions  entières  de  genre  fini,  p.   ")6  [Acta 
socielatis  scientiarum  fennicœ). 
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et  log  .r,  et  enfin  que  l'expression  d'une  fonction  peut  s'écrire 
sur  une  seule  ligne,  au  lieu  d'exiger  des  échafaudages  de  no- 
tations (  '  ).  Mais  le  principal  avantage  de  cette  expression  est 
de  décrire  la  forme  même  de  la  fonction,  puisque  la  variable 
indépendante  n'est  pas  stipulée,  et  de  mettre  en  évidence  son 
mode  de  croissance. 

Cherchons  ce   que  représente  l'ordre   p  —q  —  nos  tôt. 

Un  calcul  immédiat  nous  donne 

(  ij  log/'  -t-  (js.r'  )/', 

Nous  constatons  que  t  et  p  ont  sensiblement  la  même  im- 
portance, de  même  q  et  s;  r  joue  le  rôle  le  plus  effacé.  Inverse- 
ment, l'ordre  de  [Ax'-^-\-  B)P  se  note 

0  —  (/  —  e'  (.1)  —  (>)a, 

'      eu  CD  (J 

H 

b  étant  arbitraire.  L'expression   q—e'Uo~,  qui  note  l'ordre  de 

e"a;*,  contient  un  paramètre  q,  qu'on  peut  modifier  à  volonté, 
sans  changer  la  valeur  de  l'ordre.  S'il  s'agit  de  multiplier  oj  par 
cette  expression,  nous  ferons  q  ^  i.  Si  nous  voulons  multiplier 

cette  expression  par  —  a,  nous  simplifierons  en  faisant  q  =  A. 


Pareillement  — 'oa— ),^  est   indépendant  de   /.et  est  l'ordre 


de 


(  ')  Comme  il  serait  nécessaire  pour  écrire  par  exemple  la  fonction  d'ordre 


CHAPITRK  II. 

LES  FONCTIONS  A  CROISSANCE  RÉGULIÈRE. 


Les  fonctions  dont  nous  avons  appris  dans  le  précédent 
Chapitre  à  noter  la  croissance  forment  une  classe  beaucoup 
trop  restreinte  pour  suffire  à  toutes  les  applications.  Ce  seront 
simplement  pour  nous  des  modèles  de  fonctions  croissantes, 
desquels  nous  rapprocherons  les  autres  fonctions. 

Nous  avons  énoncé  dans  le  Chapitre  précédent  que  deux 
ordres  de  croissance  ne  pourraient  être  appelés  identiques  qu'à 
la  condition  de  désigner  les  ordres  de  deux  fonctions  identiques, 
c'est-à-dire  coïncidant  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable. 

Mais  nous  conviendrons  cependant  de  considérer  comme 
ayant  des  ordres  égaux  des  fonctions  ne  coïncidant  pas  partout, 
mais  ayant  des  croissances  assez  voisines.  Voici  la  définition  que 
nous  choisirons  : 

Egalité  des  ordres.  —  Etant  données  deux  fonctions  /"(  et  fj, 

f 
si  le  rapport  •-^  a,  pour  x  infini,  des  limites  extrêmes  d'indéter- 

mination  finies,  c'est-à-dire  différentes  à  la  fois  de  u  et  de  +  x, 
nous  dirons  que  /*i  et  y^  ont  des  ordres  de  grandeur  égaux,  ou 
encore,  sont  du  même  ordre  de  grandeur,  et,  si  ces  ordres  sont 
désignés  par  les  notations  y.,  et  a^,  nous  écrirons 


La  relation  a,  ^  a._.,  que  nous  énonçons  «  ï|  identique  à  a^  », 

signifierait  que  a,  et  a^  désignent  chacun  sans   ambiguïté  les 

ordres  de  deux  fonctions  coïncidant  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 

f 
Si  le  rapport  '-—■  tend  vers  -f-  x  pour  lim.T  =  -r  x,  nous  dirons 

que  l'ordre  de  grandeur  de  /'i  est  supérieur  à  celui  de/,.  Dans 
E.  lî.  3 
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ce  cas  '  J:  tend  vers  (»  et  nous  écrirons  indifféremment  a,  >  a-,  ou 
a2<  7... 

Si  le  rapport  '-4-  a  des  limites   d'indétermination   différentes 

./s 

et  dont  l'une  au  moins  est  -\- zc  ou  o,  nous  dirons  que  /,  et  /^ 
«ont  dans  un  ordre  relatif  de  grandeur  indéterminé. 

Comme  application  de  ce  qui  précède,  si  nous  considérons  deux 
fonctions  positives  croissantes/)  et  /"j,  telles  que  A  soit  d'un  ordre 
de  grandeur  sujiérieur  ou  égal  à  celui  de  /-.,  l'ordre  de  grandeur 

de  /")  +/■'=  F  est  égal  à  celui  de  f^.  Car,  -.   =  i  +  -f  ou  bien 

tend  vers  i ,  ou  bien  a  des  limites  extrêmes  d'indéterminations 

finies,  à  savoir  celles  de  -f  augmentées  de  i. 

J\ 

Si  f\  et  fn  sont  dans  un  ordre  relatif  de  grandeur  indéterminé 
€t  si  -^  est,  pour  chaque  valeur  de  x,  le  plus  grand  des  nombres/, 

€t  /.,.  l'ordre  de  F  est  égal  à  celui  de  o:  car  i  <C  -  -  ■'■. 

Nous  sommes  donc  à  même  de  désigner  un  ordre  égal  à  celui 
de  toutes  les  fonctions  qui  sont  dans  un  rapport  constant  avec 
•celles  envisagées  dans  le  Chapitre  I.  Etendons  le  champ  des 
ordres. 

Ordres  parenthèse.  —  Considérons  une  fonction  f  [x)  dont 
l'ordre    est   inférieur    à    un    nombre    arithmétique    déterminé. 

rormons    le    rapport  — j-^^^- —  et  supposons   que  pour  a;  =  x  ce 

rapport  tende  vers  une  limite  n.  Si" — —  reste  compris  entre  des 

limites   d'indétermination  finies,  d'après   ce  qui  précède,  nous 
dirons  que  l'ordre  de  f{x)  est  égal  à  celui  de  x",  c'est-à-dire  à  n. 

Mais  il  peut  se  faire  ([ue  ' — ;—  possède,  pour  une  suite  mdé- 

finiment  croissante  de  valeurs  de  x,  une  suite  de  valeurs  tendant 
vers  o  ou  vers  +  x..  C'est  par  exemple  le  cas  de 

f{X)  =  3""(lo;;a~j2-H>ina-, 

D'ailleurs  l'ordre  de  grandeur  de  J{x)  est  dans  ce  cas  inférieur 
à  celui  de  x""^-,  et  supérieur  à  celui  de  x"'^,  si  t  est  positif. 
Comme  les  principes  posés  ci-dessus  ne  nous  permettent  pas  de 
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dire  que  l'ordre  de  /*est  é<];al  à  /t,  nous  devons  inlrctduliM-  un 
nouveau  synilxdc.  Nous  dirons  <jue  l'oidrc  de  /est  éfral  à  (n) 
que  nous  énoncerons  :  «  n  parenthèse  ». 

Ici  nous  ne  pouvons  i)as  parler  de  la  fonction  dont  l'ordre 
est  identique  à  (n),  parce  qu'il  y  a  une  infinité  de  fonctions 
d'ordre  {n  ),  I ouïes  comprises  dans  l'expression  :  J'{x)  =  a;""*^^'^', 
£(x)  étant  une  fonction  ari)itraire  de  x  tendant  vers  zéro. 

Mais,  de  |>lus,  lanilis  (|uc  deux  fonctions  ayant  chacune  son 

ordre  égal  à  n,  sont  du  même  ordre  de  grandeur,  il  n'est  pas 

exact  qu'une  fonction  y",  d'ordre  égal  à  (n)  soit  nécessairement 

du  même  ordre  de  grandeur  qu'une  autre  fonction  /o  d'ordre 

f 
égal  à  [n),  c'est-à-dire  que  le  rapport  ^  reste  entre  des  limites 

finies  d'indétermination.  Pour  exemple, 

Tout  ce  qu'on  peut  affirmer  c'est  que  log /,  et  log  /j  sont  du 
même  ordre  de  grandeur  et  sont  même  entre  eux  dans  un 
rapport  tendant  vers  un  ('). 

En  résumé,  une  fonction  d'ordre  identique  à  n  est  exactement 
la  fonction  x".  Une  fonction  d'ordre  égal  à  n  est  égale  à  hx", 
h  restant  supérieur  à  un  nombre  A^o  et  inférieur  à  un  nombre  B 
fixe,  quand  r  varie  de  x„  à  +  x.  Une  fonction  d'ordre  égal 
à  (n)  est  égale  à  x"'^'^''  ,  avec  lim  t{x)=^  o. 

supposons  en  lin  que        "^ —   ne  tende  pas   vers   une   limite 

quand  .r  tend  vers  +  ^,  mais  possède  deux  limites  extrêmes 
d'indétermination  p  et  q{p^'C.q),  p  pouvant  être  égal  à  o  et  g 
à  +  X. 

Nous  noterons  l'ordre  de  grandeur  de  cette  fonction  [p,  y). 

Si  ç  est  égal  à  p.  p-J—  tend   vers   p.    Les  deux  notations   {p,  p) 


(  '  )  Si  l'on  se  trouvait  choqué  par  la  forme  de  cet  énonce  que  deux  fonc- 
tions d'ordres  égaux  à  un  même  troisième  (n)  n'ont  pas  nécessairement 
leurs  ordres  égaux  entre  eux,  on  pourrait  réserver  aux  ordres  parenthèse 
l'expression  <\'éqiiii>alenl  au  lieu  d'égal.  Nous  dirions  alors  :  «  deux  fonctions 
ayant  chacune  son  ordre  équivalent  à  (n)  n'ont  pas  nécessairement  leurs 
ordres  égaux  entre  eux.  » 
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et  (/')  ont   donc  le   menu»  sens.    Nous  ne  conserverons  que  la 
seconde. 

Nons  dirons  que  les  fondions  trttrdre  égal  à  (n)  sont  régu- 
lières relativement  aux  ordres  arithmétiques  ou  du  type  n. 
Les  fonctions  d'ordre  égal  à  {p,  q),  p  r^ç,  seront  dites  irrégu- 
lières relativement  aux  mêmes  ordres  ti. 

Il  est  facile  de  se  rendre  compte  pourquoi  il  est  nécessaire 
de  distinguer  les  deux  sortes  de  relations  entre  les  ordres,  iden- 
tité ou  égalité.  Si  l'on  ne  fait  pas  cette  distinction,  si  l'on  se 
borne  à  définir  dans  quel  cas  deux  fonctions  /',  et/-,  doivent  être 
considérées  comme  ayant  leurs  ordres  comparables,  si  cette  défi- 
nition d'ordres  comparables  est  indépendante  de  l'élévation 
des  ordres  de  /,  et  de  /,,,  par  exemple,  si  elle  ne  fait  intervenir 
que  le  rapport  de  /^  à  y,,  ou  leur  différence,  etc.,  il  est  toujours 
possible,  à  moins  que  la  définition  de  comparabilité  ne  soit  préci- 
sément celle  de  l'identité,  de  déterminer  pour  chaque  définition 
des  opérations  telles  que  l'une  quelconque  d'elles,  appliquée 
simultanément  à  certaines  fonctions  /,  et/o  comparables  suivant 
cette  définition,  conduise  à  des  fonctions  F,  et  F-,  qui  ne  le 
soient  plus,  suivant  la  même  définition.  Ceci  peut  être  dé- 
montré moyennant  des  hypothèses  très  larges  caractérisant  les 
définitions.  Un  exemple  fera  saisir  le  sens  de  cette  affirmation. 

Supposons  que  l'on  considère  comme  comparables  deux 
ordres  que  nous  avons  précédemment-  considérés  comme  égaux. 
Ge  seront,  par  exemple,  les  ordres  de  f{x)  et  de  /r/'(a;),  /' étant 
une  fonction  arbitraire  et  k  une  constante  différente  de  un.  Il 
est  bien  facile  de  déterminer  une  opération  qui,  effectuée 
simultanément  sur  ces  deux  fonctions,  conduise  à  de  nouvelles 
fonctions  d'ordres  non  comparables  suivant  la  même  définition. 
Les  deux  fonctions  e^  •'  et  e*/'-^'  cessent,  en  effet,  d'être  entre 
elles  dans  un  rapport  fini. 

Inversement,  si,  par  exemple,  n  désigne  indifféremment 
l'ordre  de  toutes  les  fonctions  de  la  forme  hx",  h  oscillant  pour 
X  infini  entre  des  limites  finies,  si  (.on  désignait  indifféremment 
l'ordre  de  toutes  les  fonctions  de  la  forme  /?e' ',  il  serait  faux 
de  dire  que  l'opération  fonctionnelle  d'ordre  to,  appliquée  à  une 
fonction  d'ordre  n,  donne  une  fonction  d'ordre  ion. 

L'avantage  des  notations  identiques,  c'est  que  deux  exprès- 


LKs  i-oNcrio.Ns  A  liunissvNci;  uk(;li.ikhi;.  iy 

sions  différentes  d'aspect,  mais  représentant  identiquement  le 
même  ordre,  doniioronL  |i;ir  la  même  transformation  des  expres- 
sions d'ordres  encore  idenlitjues.  Une  identité  entre  des  ordres 
subsiste,  si  l'on  fait  subir  la  même  opération  aux  deux  membres. 
Une  éfjalité  entre  des  ordres  peut  en  pareil  cas  ne  pas  subsister. 
De  là  l'inlérct  pour  la  clarté  du  langage  et  des  notations  de 
la  distinction  entre  les  deux  relations  d'identité  et  d'égalité. 

Opérations  sur  les  ordres  approchés.  —  Les  opérations  sur  les 
ordres  de  croissance  identiques  définis  dans  le  premier  Ciiapitre 
s'effectuent  avec  une  légère  modification  sur  les  ordres  de  crois- 
sance approchés,  c'est-à-dire  correspondant  à  des  fonctions 
non  entièrement  précisées.  Reprenons  l'expose  des  généralités. 

Soient  a,,  y.-,.  ...,  a,,  divers  ordres  de  grandeur  dont  l'un  au 
moins  ne  représente  identiquement  l'ordre  d'aucune  fonction. 
Soit  /'/,  la  fonction  d'ordre  identique  à  a/,  toutes  les  fois  ([u'elle 
existe,  sinon  l'une  quelconque  des  fonctions  d'ordre  égal  à  y.^. 
Effectuons  sur  /',,  /'j,  .  .  .,  fp  une  opération  déterminée  A,  telle 
que  produit,  dérivation,  opération  fonctionnelle  quelconque. 
Soit  F  la  fonction  résultat  de  cette  opération.  Nous  dirons  que 
nous  avons  effectué  une  certaine  opération  A'  sur  les  ordres 
a,,  7....,  ...,  7./,.  L'opération  A  étant  choisie,  l'opération  A' conser- 
vera le  même  nom  et  les  mêmes  signes  que  dans  le  cas  des 
ordres  identiques.  La  fonction  F  aura  encore  son  ordre  noté 
par  une  expression  composée  avec  a,,  ao,  ...,  y.p,  comme  si  ces 
ordres  étaient  identiques.  Seulement,  cette  fois,  cette  expression 
ne  désignera  pas  l'ordre  d'une  fonction  unique,  mais  celui  de 
toute  la  classe  de  fonctions  F  qu'on  obtient  en  laissant  à 
chacune  des  fonctions  /{,_/]•,  ...,//,  toute  l'indétermination 
dont  elle  est  susceptible. 

Appliquons  ceci  à  V addition  des  ordres  de  croissance.  L'opé- 
ration A  est  le  produit.  Nous  posons  F  =/,/2  •  • -./V  L'ordre 
a  de  F  sera  appelé  la  somme  des  ordres  a,,  a.j,  ...,  y.p,  somme 
qui  sera  représentée  par  a,  +  'J-  +•'••  +  '^p- 

L'un  au  moins  des  ordres  y.,,  déterminant  non  pas  une  fonction 
unique,  mais  une  classe  de  fonctions,  y.  désignera  l'ordre  de  la 
classe  de  fonctions  qu'on  obtient  en  remplaçant,  dans  le 
produit    /',  f-,  . . .  fp,    chacune    des     fonctions     non     précisées 
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qui  y  figurent  par  toutes  ses  acceptions  possibles.  Nous  écri- 
rons  7.  =  a,  -f-  a.j  +  .  .  ,  +  3t/,. 

Supposons  que  certains  des  ordres  a,  soient  des  nombres  arith- 
métiques avec  parenthèses.  Le  nombre  (n)  représente  la  classe 
de  fonctions  .r""*"^-'',  où  lim£(.r)  =  <».  On  constate   immédiate- 

ment  que  si  a,,  a.,,  ...,  y./,  sont  les  nombres  n,,  n^,  ...,  n,,, 
parmi  lesquels  certains  sont  pourvus  de  i)arenthèses,  on  a 
F=  a;''!^-".-»-- •+'»,-^-"  avec  lims'(a;)  =  o.  Les  fonctions  F  ainsi  ob- 
tenues sont  celles  que  définit  l'ordre  (/îi  +  «j  +  .  .  .  -j-iif,),  où, 
entre  parenthèses,  figure  la  somme  effectuée  des  nombres  arith- 
métiques n,,  7ij,  ....  71  f,.  Donc,  dans  une  expression  telle  que 

(  //,  )  -1-  (  /t.,  )  -H.  .  .-r-  (  n,,  ), 

on  procédera  comme  si  les  signes  +  étaient  des  signes  d'addi- 
tions arithmétiques,  après  avoir  enlevé  les  parenthèses  à 
tous  les  nombres  n  qui  en  possèdent,  et  en  rétablissant  les 
parenthèses  autour  du  résultat  final. 

Les  remarques  relalives  à  l'associativité  et  à  la  commutativité 
de  l'addition  subsistent  pour  les  ordres  non  précisés.  On  peut 
grouper  dans  une  somme  d'expressions  d'ordres  tous  les  termes 
qui  sont  des  ordres  arithmétiques  (ou  mrme  algébriques)  avec 
ou  sans  parenthèses,  et  les  remplacer  j)ar  leur  somme  algébrique 
effectuée,  la  présence  d'une  seule  ])arenthèse  parmi  les  termes 
combinés  entraînant  la  jircsence  de  parenthèses  dans  le  résultat 
final. 

La  multiplication  des  ordres  non  précisés  se  définit  aussi 
commodément.  Dans  le  cas  où  l'un  au  moins  des  ordres  a,  et  a^ 
détermine  non  pas  une  fonction  unique,  mais  une  classe  de 
fonctions,  la  notation  a,  Xy.>  déterminera  la  classe  de  fonctions 
qu'on  obtient  en  remplaçant,  dans  rexjjression  /',  [./-(a;)],  cha- 
cune des  fonctions  non  entièrement  déterminées  qui  y  figurent 
par  toutes  ses  déterminations  possibles.  Nous  écrirons  a  =  a,  X  a^. 

Supposons  que  a,  et  y.-,  soient  des  nombres  arithmétiques, 
l'un  au  moins  étant  pourvu  de  parenthèses.  Nos  seules  hypo- 
thèses sont 

lini  — -^ — i^—  =  rt|,  liMi  — 7^ =  /jj. 
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iJonc,  si  l'on  pose  y  ^ /-.{x),  le  ([uolient 

a  pour  limite  n,  n,.  D'ailleurs,  comme  l'un  au  moins  des  nombres 
y    - — et      7'  — -  tend  vers  sa  limite  d  une  iaçon  arbitraire,  il 

\o'^  y  io'^J- 

en    est    de    même   de   —^ Donc,   les    produits    n,  X  (/»■)» 

(n,  )  X  n^,  (n,  )  X  (u^)  ont  pour  résultat  (n,  n..). 

La  multiplication  des  ordres  arithmétiques  avec  parenthèses 
est  commutative.  Elle  ne  l'est  pas  en  général  pour  les  ordre» 
non  arithmétiques,  mais  elle  est  toujours  associative.  Enfin,  le 
premier  facteur  a,  peut  être  distribué. 

Nous  allons  maintenant  noter  des  ordres  non  identiques- 
surpassés  par  o/',  à  partir  d'une  valeur  certaine  de  v. 

Le  symbole  (o  lui-même  ne  sera  jamais  entouré  de  paren- 
thèses. 

Si  une  fonction  peut  se  mettre  sous  la  forme  e*',  v  n'étant 
pas  constant,  mais  ayant  pour  limite  n,  son  ordre  sera  <'>{n)y 
d'après  le  principe  de  la  multiplication  des  ordres. 

Considérons  la  fonction  e'-"  '.  Si  y.  =  p,  [j  =  «,  p  et  n  étant  fixes,, 
l'ordre  de  cette  fonction  est  ideiiticjue  à  pion.  Si  j  =  n  et  si  y. 
variant  avec  a;  a  pour  limite  p,  l'ordre  de  la  fonction  est  (p)(on» 

Si  ^  varie  avec  x  et  si  lim  j  =  n,  l'ordre  de  la  fonction  consi- 

dérée  sera  /3(o(n)  ou  (/))co(n)  suivant  que   a  est  constant  ou 
varie  avec  x  avec  la  condition  lima  =  p. 

Mais  il  est  aisé  de  se  rendre  compte  que  la  présence  après  (■> 
du  facteur  (n)  rend  équivalentes  les  expressions  (p)(i)(n), 
pco(n)  et  même  (ofn).  On  a  en  effet 

et  comme 

/  ^       I  fi  ji  2  . 
lim     3  -4-  -^^      ==  n. 
loj,'./-/ 

selon  nos  conventions,  l'ordre  de  la  fonction  est  compris  parmi 
les  ordres  (o(n),  quel  que  soit  p. 

Les  fonctions  dont  l'ordre  peut  se  noter  par  une  expression 


4o  CIIAPITHK    M. 

telle  que  (-)(/i)  seront  dites  à  croissance  régulière  relativement 
aux  ordres  ion.  Les  fonctions  dont  l'ordre  peut  se  noter  (p)(on, 
p  et  n  étant  des  nombres  arithmétiques,  seront  dites  régulières 
relativement  aux  ordres  pioîi. 

Ces  fonctions  d'ordre  o)[n),  qui  jouent  un  rôle  très  important 
dans  diverses  questions  d'Analyse,  en  particulier  dans  la 
théorie  des  fonctions  entières  de  genre  Uni  (  '  ),  ont  reçu  souvent 
le  nom  de  fonctions  de  type  exponentiel  siniple. 

Nous  venons  de  voir  que  l'indéternilnalion  du  facteur  (n), 
venant  après  (•>,  rend  indifférente  la  présence  du  facteur  p  placé 
devant.  D'une  façon  générale,  les  facteurs  qui  suivent  (o  sont 
beaucoup  plus  importants  que  ceux  qui  le  précèdent. 

Pareillement,  un  ordre  de  la  forme  n  +  (/))(o  est  équivalent 
à  l'ordre  (p)('». 

L'ordre  n-r{p)oi  est,  en  effet,  celui  de  x"e^''  où  lima—  p, 

a  variant  avec  x.  Or,  cette  fonction  est  égale  à 


1.»:. 


et  par  suite  son  ordre  est  aussi  {p)(o. 

Plus  généralement,  la  présence  d'un  terme  dans  l'expression 
d'un  ordre  n'apporte  aucune  précision  nouvelle,  s'il  s'ajoute  à 
un  autre  contenant  un  facteur  w  de  plus,  et  où  figure  un  facteur 
parenthèse. 

Ordre  de  régularité.  —  Dans  un  produit  tel  que 

contenant  p  —  i  facteurs  to  alternant  avec  p  facteurs  arith- 
métiques, si  h  est  le  plus  haut  rang  des  facteurs  a,  pourvus  de 
parenthèses,  l'expression  ci-dessus  est  équivalente  à 

to''-^  «/,)(.) /i/,,,  ...  Ai/,-,  (on,,,  si  'X/,  =  {n/,).         a/,^-/.  =  «/,+/.. 

Si  l'on  ajoute  à  ce  produit  d'autres  expressions,  celles  dont 
l'ordre  est  inférieur  à  ce  produit  peuvent  être  considérées  comme 

(  '  )    Voir  BoREi..  Leçons  sur  les  /onctions  entières  :  Notes  II  et  III. 
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non  existantes.  Celles  donl  l'orilie  est  suptîrieur  à  celui-ci  doi- 
vent t'tre  conservées,  annulant  le  premier  produit  si  elles  con- 
tiennent une  parenthèse,  s'ajoulani  simplement  si  elles  repré- 
sentent un  ordre  identique.  Dans  une  expression  <ju  une  somme 
d'expressions  où  toutes  les  réductions  ont  été  faites,  on  dit  <[ue 
le  terme  additif  le  plus  faible,  débarrassé  de  ses  parenthèses, 
mesure  la  régularité  de  la  fonction,  ou,  inversement,  que  la 
fonction  est  régulière  relativement  à  l'ordre  de  ce  terme  additif. 
Par  exemple,  une  fonction  régulière  relativement  à  l'ordre 
o>''  X  •>  est  égale  à  6;,  (a;-"*"')  X  'f'(^),  î  tendant  vers  zéro  avec  — 
et  'f{x)  étant  une  fonction  dont  l'ordre  s'exprime  identique- 
ment, les  facteurs  d'ordre  inférieur  à  (o'.2  n'offrant  d'ailleurs 
aucun  intérêt  à  être  conservés.  Exemple  : 

Une  fonction  régulière  relativement  à  l'ordre  :n<y . '.) .  lo .  \  est 
égale  à 

Une  fonction  régulière  relativement  à  l'ordre       .'  ^    -  î 

I    I    ..    I      . 

_  . ;j  .  —  .  go_  ^,y  .  /j .  to  .  - 


est  égale,  au  facteur  '^{x)  près,  à  \]\9.x'  -\-  .)(5  +  î),  parce  que 
le  facteur  le  moins  important  est  e^.  Si  les  nombres  '^  ou  \ 
n'étaient  qu'approchés,  e^  devrait  être  supprimé  (ou  remplacé 
par  I  pour  la  clarté  du  langage).  Les  rôles  des  nombres  )  et  i 
étant  équivalents,  la  fonction  envisagée  serait  régulière  relati- 
vement à  l'ordre 


•   \  >..  M  . 

■}.       10 


ce  serait 

(/iv.  ■—-  e)  J7- 


Enfin,  si  7  ou  -  n'étaient  qu'approchés,  la  régularité  devrait 
être  envisagée  relativement    à    l'ordre   ^-    La   fonction    serait 


CUA1'ITI{E  III. 


DIFFÉRENTIATION  ET  INTKiiRATlON  DES  ORDRES 
DE  CROISSANCE. 


Le  problème  qui  va  nous  occuper  dans  ce  Chapitre,  et  qui  se 
pose  fréquemment,  est  habituellement  résolu  par  des  méthodes 
particulières  à  chaque  cas.  Nous  nous  proposons  uniquement 
de  dégager  des  faits  généraux.  Nous  étudierons  successivement 
la  difîérentiation  et  l'intégration  des  ordres  de  croissance 
d'abord  identiques,  puis  approchés,  ce  second  cas  se  subdi- 
visant en  deux  suivant  qu'on  intègre  un  ordre  (  p  )  ou  un 
ordre  (p,  q).  Enfin,  nous  étudierons  l'ordre  de  certaines  inté- 
grales prises  entre  des  limites  fixes,  relativement  aux  para- 
mètres qu'elles  contiennent. 

Cas  des  ordres  identiques.  —^  Considérons  une  fonction  d'ordre 
identique  à  n.  Désignons  par  Dn  l'ordre  de  sa  dérivée.  Cette 
dérivée  est  na:"  '.  Donc,  pour  n  7^0,  on  a  Dn  =  n — 1,  mais 
non  pas  Dn  ^  n  —  i . 

Si  l'ordre  n  est  identique  à  o,  la  formule  est  inexacte.  Si 
n  •<  I  et  ^  o,  la  dérivée  a  un  ordre  négatif,  ce  qui  est  sans  impor- 
tance, le  fait  essentiel  étant  que  la  variation  se  fasse  toujours 
dans  le  même  sens.  Passons  à  l'intégration.  Considérons  la 
fonction    d'ordre    identique    à    n,    n    étant    supposé    différent 

de  — I.  Si  n^ — 1,    /     x"  dx  est  un  infiniment  grand  avec  o;, 

x"^^  •        ■  r 

égal  à et  dont  l'ordre  sera  noté  identiquement   par  /  n. 

L'ordre  de    /     x"  dx  est  alors  égal  à    /  n.  Si  n  <C — 1,    /     x"  dx 
tend  vers  une  limite  quand  x  croît  indéfiniment,  A  étant  fixe, 
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.  A 


tandis  que   /     croît  indéfiniment,  pour  x  infiniment  petit.  On  a 
«-  .1 

/■■.  r-  r- 

La   fonction    /     x"  dx  est  un  inliniment  petit  dont  nous  dési- 
gnons encore  identiquement  l'ordre  par    j  n. 
On  a  dans  tous  les  cas,  sauf  pour  n  =  — -  i , 

Faisons  n  =  —  i. 

En   désignant    par     f  — i    l'ordre    identique    de     /      — >   on 


trouve 


/ 


Nous  allons  maintenant  étudier  les  modifications  qu'appor- 
tent, à  un  ordre  supérieur  à  tout  entier,  la  difîérentiation  et 
l'intégration.  Nous  nous  bornons  pour  la  différentiation  aux 
fonctions  dont  nous  pouvons  identiquement  exprimer  l'ordre 
au  moyen  des  nombres  arithmétiques  et  du  symbole  (o. 

Pour  la  fonction  d'ordre  identique  à  (o,  e'",  la  dérivée  qui 
est  e'  a  aussi  identiquement  pour  ordre  «o.  Lorsque  l'ordre  de  la 
fonction  est  supérieur  à  <•),  l'ordre  de  la  dérivée  est  supérieur 
à  celui  de  la  fonction. 

Par  exemple,  la  dérivée  de  la  fonction  d'ordre  potn,  à  savoir 
eP^",  étant  égale  à  pnx''    'e/"",  a  son  ordre  égal  à  pton  -{-  n —  i. 

Du  calcul  relatif  à  la  dérivée,  il  est  facile  de  déduire  l'ordre 
de  croissance  de  l'intégrale.  Celle-ci,  pour  n^^  i ,  ne  peut  pas  être 
calculée  en  termes  finis.  Mais  nous  pouvons  avoir  aisément 
sa  partie  principale.  Posons 


nx"^ 
On  a 


I  X  )  =:  e- 


Donc,  '^'{x)  ne  diffère  de  e' "  que  par  un  facteur  tendant  vers  i. 


i4  «:ii\piTHi:  ni. 

Un  raisonnement  simple,  et  que  nous  développerons  dans  un  cas 
un  peu  plus  diflicile,  montre  que  le  rapport  des  deux  fonctions 

•l{x)  =  I     e'"dx  et  'f  (.r)  tend  vers  i. 

En  désignant  par   j  (on  l'ordre  de  '^(t:),  on  a  donc 


/     M  II 


=  (I)  Il  —  // 


Ce  résultat  est  une  expression  particulière  du  fait  très  général 
suivant  : 

Si  l'on  passe'^de  l'ordre  de  la  jonction  à  celui  de  sa  dérivée  en 
ajoutant  une  certaine  quantité^  on  passera  de  l'ordre  de  la 
jonction  à  l  ordre  de  son  intégrale  en  retranchant  la  même  quan,' 
tité.  Les  égalités  suivantes  corroborent  cette  remarque  : 


D    p  OJ  II    =   p  (I)  Il    -T-   Il    —    [  , 


/ 


p  lu  II   =  j)  (0  II Il  I  . 


La  seconde  s'établit  comme  celle  qui  nous  donne    /  Mn. 
En  voici  l'explication  générale. 

Montrons  que,  si  r'=  )  w,  u,  croissant  régulièrement,  /    y  dx 
est  égal  à  —  à  un  facteur  près  tendant  vers  i  : 

Donc 

ce  qui  démontre  la  proposition  dans  le  cas  où  -  qui  tend  vers 
zéro  est  tel  que  sa  dérivée  tende  également  vers  zéro.     * 

Si    l'on    convient    de    remplacer    la    notation     /    par    D~', 


// 
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par  D   -,  etc.,  il  reste  l'unique  formule  suivante  : 


l)  '^/)  oj  II  -^  jt  (o  /;      -  tn  —  I , 


dont  il  est  bien  aisé  de  dùnionlrcr  la  validité  pour  toutes  les 
valeurs  entières,  positives  ou  négatives,  de  a. 

Quand  on  considère  des  fonctions  d'ordre  encore  plus  élevé, 
on  constate  que  la  dérivée  croît  plus  vite  que  la  fonction  et  que 
la  diiïérence  des  ordres  est  de  plus  en  plus  grande. 

Ainsi,  la  dérivée  de  e'"'  étant  e''e''\  on  a 

Doj-  "~  10-  -!-  (o. 

Considérons  de  même  la  fonction  d'ordre  puiqton,  à  savoir  : 
c'""'' .  Sa  dérivée  est 

e/"^' '    X  pe'/-^"  X  nq  t"-K 

L'excès  de  l'ordre  de  la  dérivée  sur  celui  de  la  fonction  est 
égal  à  qu)n  -\-  n  —  i . 

D'une  façon  générale,  considérons  la  fonction  )•,  d'ordre 
identique  à 

Si  l'on  pose 

on  a 

D'après  la  formule  ] 

pour  i  ^^  I  et  )',  =  /?,=—.  on  a 

Y\yi...Yk 
y  =yk^  piPi  ■ .  ■  P'i  — —^ 

Donc,  l'ordre  de  grandeur  de  i  '  est  égal  à 

Calculons  en   particulier  l'ordre   de  la   dérivée  de  y  =  e''^ . 


4f»  riiAiMTHi:  III. 

Ou  a 

y'  =   )-  X  <-■'''  X  /> ./•/'     ' , 

n(o'/>  =  (■)-/>  -*-  (»/>  -  p  —  I. 

Pour  déduire  de  là  l'ordre  de  D-  (■)'-' /j,  nous  utiliserons  la  remar- 
que suivante  : 

Quand  l'ordre  d'une  jonction  est  une  somme  de  plusieurs 
termes,  la  quantité  dont  il  faut  modifier  l'ordre  de  la  fonction 
pour  avoir  celui  de  sa  dérii'ée  est  le  même  que  si  l'ordre  était 
réduit  à  son  terme  prépondérant  (en  supposant  préalablement 
effectuées  toutes  les  réductions  possibles). 

Voici  un  raisonnement  expliquant  le  fait  énoncé,  et  qui 
montre  l'hypothèse  suffisante  pour  que  le  principe  précèdent 
puisse  s'appliquer  : 

Soient  j' =  AB,  A' =  Aa,  etB'=B&,. 

La  dérivée  de  AB  est 

AR'-+-BA'=:  An(a,-r-/y,). 

Supposons  que  —  soit  infiniment  petit;  cela  exige  que  -r  le  soit 

aussi,  si  A  est  un  infiniment  (^rand,  ou  si  B  est  un  infiniment 
petit.  Mais,  réciproquement,  pour  les  fonctions  à  croissance 
régulière  dont  nous  nous  occupons,  li  se  trouve  que,  si  —  est  un 

infiniment  grand,  —  l'est  aussi.  Si  nous  supposons 

Il  m   —  =  o, 

..  =«  «1 


nous  avons 


a.r  \  a , 


Donc,  l'ordre  du  premier  membre  est  celui  de  ABa,.  L'ordre 
de  y'  est  donc  égal  à  l'ordre  de  y  augmenté  de  l'ordre  de  a,. 
Par  application  de  ce  principe,  ' 

D-  LO-p  =  0}^p  -+-  ?.Mp  -+-  ip  2, 


0^(0^/7  =  (>/-/>  -H  ato/;  -r-  2/;  —   I, 

pour  toutes  les  valeurs  entières  positives  de  a. 

Considérons  la  fonction  d'ordre    (o[n+(o/)].    C'est  la  fonc- 
tion e'"'"  . 
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Un  calcul  facile  donne 

D  10  [  «   -      (O/^  I    =    (O  [   //    -r-   (1)//  I      !  -  l<ip   -^    /l    -\-  p    —    I  . 

On   aura,   par  application   du  principe  général, 


I  >*  („  I  /;  -+_  to/>  ]  —   (O  I  /l  --  (0/1  I  -+-  %M  f)  -\-  1  y^   Il  -\-  p  -  -  \  . 

Nous  allons  étendre  cette  formule  au  cas  où  a  est  un  entier 
négatif. 

Nous  prouvons  immédiatement  qu'elle  est  vraie  pour  a  =  —  i , 
en  remarquant  que,  si 

ç'(a;)  ne  diffère  de  e ■''■"'   que  par  un  facteur  tendant  vers  un. 
Donc,  il  en  est  de  même  pour  '^(a;)  et    /     e'"'"'  dx,  ce  qui  donne 

l'égalité 

D-'  M  \  n  —  (»/>  ]  =:  (0  [  «  -^  (ij/*  I  —  K) !>  —  n.  -k-  i>  —  1 . 

Pour  passer  au  cas  de  a  entier  négatif  quelconque,  nous  remar- 
querons que,  étant  donnée  une  fonction  dont  l'ordre  est  la 
somme  de  plusieurs  termes,  il  suffit,  pour  a^oir  l'ordre  de  son 
intégrale,  de  modifier  l'ordre  de  la  fonction  de  la  même  quantité 
que  s'il  était  réduit  à  son  terme  prépondérant. 

En  effet,  soit  /"(.-r)  =  AB,  A  et  B  tendant  vers  +  x.  Posons 


On  a 


ou 


/      Arfr  =  A,  ]i=  Bbi. 

r  AB  dx  =   (—]'  -   f  -\)  h,  d.r, 

Si  —   est  un  infiniment  petit,  ce  qui  se  produira  toujours  avec 

••  .1' 
les    fonctions    régulières    que  nous    considérons,    /     AB  dx   ne 

■*'" 
diffère  de  ■ —  que  par  un  facteur  tendant  vers   i. 

.     Donnons  un  exemple.  Posons 


4!^  ciiAPiTBr  m. 

et  cherchons  l'ordre  de  z  =  /     \dx.  L'ordre  de  '-^  est  le  même 

que  celui  de  ^'  Ce  dernier  est  le  même  que  si  y  était  réduit  à 
son  facteur  principal 

L'ordre  de  ^  est  donc  celui  de 

-r-\os'l>(x)  =  -p- |.r'-(  loera:)îc-^l. 
t/3~  ax 

Toujours  par  application  du  môme  principe,  l'ordre  de  cette 
dérivée  ne  diffère  de  l'ordre  de  a;-(loga:)'-e'  que  de  la  quantité 
correspondant  au  facteur  prépondérant.  Ce  facteur  étant  e', 
la  différence   envisagée   est   nulle.   Donc,  l'ordre  de   log'j^(a;) 

I  ''  ' 

étant  -2-^-2 1-  {>),  cet  ordre  est  aussi  celui  de  4-'  et  par  suite 

tO  KJ  -  '■ 

de  -•  L'ordre  de  )'  étant  identique  à 


2  -I-  OJ  X   3  -f-  OJ  X    2  -I-  2 <t-  Li>, 

tu 

celui  de  z  est  égal  à 


I  „  I 


Cas  des  ordres  approchés.  —  Quand  on  considère  des  ordres 
notés  ai>ec  des  parenthèses  ou  même  égaux,  sans  être  identiques 
à  un  ordre  noté  sans  parenthèses,  il  est  impossible  a  priori 
de  sai^oir  comment  varie  la  dérivée. 

Soit,  par  exemple,  la  fonction  d'ordre  égal  à  n 

/(x)  =  (i  -h  s\nx"^ )x". 
On  a 

f  {x  )  =  .-/•"-'  \  n(  i  -^  sina:*'")  -4-  mx'"  cos.r'"] . 

Supposons  m  positif.  Pour  les  valeurs  de  x,  telles  que  x'"  soit 
égal  à 

h  étant  un  entier  positif  croissant,  -Jl^  tendra  vers  +  >  ; 
pour    a;'"  =  (:>.A  +  I  )-,    le    même    rapport    tendra    vers    — i. 
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J'{x)  oscille  (loue  ciilic  (les  valeurs  positives  et  néf^atives 
croissant  en  valeur  absolue  au  delà  de  toute  limite. 

C'est  un  fait  essentiel  à  signaler  dans  toutes  les  théories  où 
interviennent  les  questions  de  croissance,  que  la  connaissance 
de  l'ordre  de  croissance  d'une  fonction  (si  cette  fctiiclion  n'est 
pas  coiiinic  identiquement,  en  cha([ue  valeur  de  la  \ariable)  ne 
pcinicl  de  |)rcju<j;er  de  lien  sur  l'allure  de  sa  dérivée,  ni  en  parti- 
culier sur  la  ré<j;ularité  de  sa  croissance.  C'est  par  ce  fait  ([ue  les 
séries  uniformément  converj];entes  ne  peuvent,  dans  le  cas 
général,  être  dérivées  terme  à  terme,  les  hypothèses  faites  sur 
l'ordre  de  grandeur  des  termes  de  la  série  ne  permettant  de  rien 
affirmer  sur  l'ordre  de  grandeur  des  termes  de  la  série  dérivée. 

Ce  qu'on  sait  seulement,  c'est  que  les  limites  d'indéter- 
mination, dans  l'ordre  de  la  dérivée,  comprennent  entre  elles 
des  nombres  ({u'on  peut  fixer  connaissant  l'ordre  de  grandeur 
fie  la  fonction  elle-même,  et,  si  l'on  sait  par  ailleurs  que  ces 
limites  coïncident,  on  peut  a  priori  calculer  leur  valeur  commune. 
Le  détour  suivi  est  classique.  On  passe  par  l'intégration,  laquelle 
ne  détruit  pas  la  forme  de  la  croissance.  Les  propositions  que 
nous  obtiendrons  sur  la  différentiation  auront  donc  un  carac- 
tère essentiellement  relatif,  pu;s(iue  leur  validité  sera  subordon- 
née à  la  connaissance  (obtenue  par  une  autre  voie,  grâce  à  une 
étude  directe  de  la  fonction)  qu'on  supposera  acquise,  de  la 
régularité  de  la  dérivée;  mais  ces  propositions  n'en  seront  pas 
moins  précieuses  dans  les  applications,  parce  que  la  plupart  des 
fonctions  que  nous  aurons  à  envisager  montreront  aisément 
la  régularité  de  leur  dérivée. 

Soit  'f('ij  une  fonction  d'ordre  (/i)  et  supposons  d'abord 
//     ■— I.  Pour  les  valeurs  négatives  de  n,  '^(a;)  tend  vers  zéro 

avec      <    mais    sa    primitive    croît    indéfiniment.     Soit   donc    à 

évaluer    l'ordre    de    ^      ■:.[x)  dx  =  •!^[x).    On    a    par  hypothèse, 

lim  -~-^ =  n.  A  tout  nombre  ;  donné  à  l'avance  ie  peux  faire 

correspondre  un  nombre  .r„,  tel  que  l'inégalité  .r>-.r„  entraîne 

n  —  i<C_  -^ <  /«  -T-  E 

logr 

K.  r. 
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ou  "  ' 

(.1)  r"   £<  'i(.r)  ^  .r"+£. 

On  a 

<l,{r)=    I      '^{.r)c(.r—    I      o{.r)  f/.r -h 'li  .r^,). 

Or,   en  inléj^rant   la    double    inégalité   (  i  )  entre   les    limites 
Xn  et  X  où  elle  est  satisfaite, 

• '-^ <    /      ':>{x)dT  <  ■ '-^ 

«  -r-  I  î  •    ,  «    T-  1  -)-  î 

OU  encore 

{•>.) +C,<^(a7)<— +C,., 


avec 


/i  -t- 1  - 

n-l-l- 


C..  =  'i/Lr,,  1 - 


/t  -H  I  -I-  £ 


Or,  il  est  possible  de  trouver  un  nombre  ce,,  qu'on  peut 
même  supposer  supérieur  à  .r„,  tel  que  pour  toutes  les  valeurs  de 
X  supérieures  à  .t,,  le  premier  membre  de  la  double  inégalité  {'2) 
reste  supérieur  à  a;''"'"'"-^  et  que  le  deuxième  reste  inférieur 
à  x"'^'^-^  en  supposant  n+  1  -|-2£^o,  ce  qui  aura  lieu  si 
n  -j-  1  ^><». 

Donc,  pour  X  ^x,  on  a 

l()g>l;(.r) 
Il  ~-t  —  Kl  <  —P-' <  /!  -^\  -h  ■>:. 

Le  nombre  v î  ayant  été  choisi  aussi  petit  qu'on  veut,  l'exis- 

1  1  loiï'!/(  .7-  )  ,  1  I  r\ 

tence  du  nombre  .r,  montre  que         '^^        tend  vers  />  -\-  1.  Donc, 
pour  n  >- —  1, 

I  (  n)  =  in  -h\). 

Une  démonstration  analogue  et  un  peu   plus  simple  prouve 
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que,  si  l'oi-dic  v.  tl'iiutî  fonction  est  t'-i!(il  à  n^ —  i ,  (ni  a 


/■ 


a  =  «  -^  I , 


Appli<|iioiis  ces  résultais  à  la  dérivation. 

Les  forinulcs  (jui  précèdent  montrent  ([ue,  si  la  dérivée  d'une 
fonction  d'ordre  a  =  (n)  possède  un  ordre  parenthèse  déterminé, 
cet  ordre  est  certainement  (n — ^  i  ).  De  même,  si  a  =  n,  et  si  la 
dérivée  est  d'un  ordre  égjal  à  un  noml)rf'  arithmétique,  ce  dernier 
est  certainement  n  —  i . 

Ceci  suppose,  bien  entendu,  n  j>  o. 

Comme  application  des  résultats  précédents,  posons 


o,.r,=  ^"'-^''^^^ 


(X*  -H    I   )  \'X' 

L'ordre  de  'f(.c)  est  égal  à 


Donc,  l'ordre  de     /     ■^[x)dx  est  égal  à  -• 

Soit  encore  ^ 

L'ordre  de  cette  fonction  peut  être  désigné  par  (•>),  car 

,.        lou''i(.ri 

Il  m  : =  ■>. 

Donc,  celui  de     /     ■s,[x)dx  est  (.'>). 

Dans  les  deux  exemples  précédents,  le»  ordres  de  la  dérivée- 
sont  égaux,  dans  le  premier  cas,  à      et,  dans  le  second,  à  (  i  ). 

Pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  remarquer  que,  dans  chacun  de- 
ces  cas,  la  dérivée  logarithmique  a  un  ordre  égal  à  —  i. 
Mais,  pour 


!>j:  vV  ■•■i:j: 


l'ordre   de     /     'i[x)dx  est  toujours   égal  à    (i);  mais  celui  d< 

•    A 

'^' {x)  n'est  pas  déterminé. 
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Considérons  maintenant  les  fonctions  d'ordre  7  ^  n  ou  a  ^(n), 
sans  qu'on  ait  a    "  n,  n  étant  inférieur  à  —  i. 
Nous  posons 

et  '^(a:)  est  un  infiniment  petit  dont  nous  cherchons  l'ordre. 
D'après  l'égalité, 

;      X"  dx  = ) 

J,.  —  (  n-  «  ) 

on  montre,  comme  dans  le  cas  où  n>- —  i ,  que,  si  y.  =  n,  l'ordre 
de  •l{x)  est  égal  à  ;?  +  i  et  que,  si  y.  =  {n),  l'ordre  de  '^(a;) 
est  (n  -f  I  ). 

En  résumé,  pour  toutes  les  valeurs  de  n,  sauf  n  = — i,  on  a 

I   /i  —  /i    -  i ,  I    y.  =  n  -h  l,  si   X  =  /i , 

f(n)  =  in-^\). 

Quant  à  l'ordre  de  la  dérivée,  il  est  en  général  indéterminé, 
dans  le  cas  où  l'ordre  de  '^{-t^)  n'est  pas  identique  à  n^o. 

Mais  si  — ^^ — —    tend  vers  une  limite,  dans  le  cas  où  l'ordre  a 
\oii.r 

de  -s  est  égal  à  n  ou  à  (n),  cette  limite  est  certainement  n  —  i, 

en  supposant  toujours  n  p^  o. 

Passons  au  cas  des  ordres  notés  au  moyen  du  symbole  m  et  de 
nombres  arithmétiques  pourvus  de  parenthèses. 

Les  formules  relatives  à  l'intégration  comportent  les  mêmes 
termes  soustractifs  qu'en  l'absence  des  parenthèses.  Mais,  à 
cause  de  ces  parenthèses,  il  est  inutile  d'introduire  ce  terme, 
comme  il  a  été  vu  plus  haut. 

Soit,   par  exemple,   à   calculer    /  (.)(n).    Une   fonction    'f'(^) 

d'ordre  (•)(7i)  est  égale  à  e*^'  avec  limv  =  n.  Posons 

.r  -^  X 

<ii(x)  =    /      'i'(^)  dx. 

•    A 

î  étant  un  nombre  positif  arbitraire,  nous  pouvons  montrer  que 
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l'ordre  de  •|'(.t)  est  ocjnipris  en  Ire 


/   (o  X  «  —  £     el        1 


Car,  V  tendant  vers  n,  il  est  possible  de  trouver  un  nombre  a^u 
tel  que,  pour  x'^x,,, 


n <  V  -^  //H 


Pour  x^x„,  on  a  donc 

e'    *  <  •^(  3")  <  e*^    '. 
Intégrons  chaque  terme  de  a^y  à  .t.  Il  vient 
/'•'■     '-i  r'     "  - 

j      e-^     '  r/j?  <  •!/(  .r)  <    /      e^     '  d.i:  -\-  •l(xo). 

oX        ' 

£  et  a;,,  étant  fixes,  le  premier  membre  ne  difîère  de —  que 

H  —  -  -  1 
X       - 

par  un  facteur  fini.  De  même,  le  dernier  ne  difîère  que  par  un 
facteur  fini  de i Il  est  possible  de  trouver  un  nombre  a;,  tel 

que  pour  a;^.T,,le  premier  membre  soit  supérieur  à   /     e'"'dx 

et   le   second  inférieur  à    /     e'""' dx.  Donc,  l'ordre  de  '}('C)  est 
compris  entre 

I    t»  X  n  —  ï     fl        /   oj  X  /t  -H  î, 
c'est-à-dire  entre  1 


io  X  II  —  £.  —  //  —  t  —  I     et    tuxn-^î  —  /i-i-î  —  I. 

Cet  ordre  est  égal  à  (o(n)  —  [n  —  i  )  qui  est  équivalent  à  (-)(n). 
Il  n'y  a  pas  de  formule  p;én('rale  pour  la  dérivation.  Seulement, 
si  l'on  sait  que  l'ordre  de  la  dérivée  peut  se  mettre  sous  la  forme 
(.)(p,  q),  on  peut  afiirmer  qu'on  a  p  ^  nSg,  et  si  p  ==  ^  on  peut 
affirmer  que  l'ordre  de  la  dérivée  est  o)(n).  Mais  il  est  indis- 
pensable d'introduire  des  hypothèses  complémentaires  sur  une 
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fonction  dont  on  sait  seulement  que  son  ordre  est  (')(n),  pour 
en  déduire  celui  de  sa  dérivée. 

Déri^'ation  des  ordres  zéro  et  intégration  des  ordres  moins  un.  — 
I^ous  avons  jusqu'ici  systématiquement  délaissé  l'étude  de  la 
dérivation  des  fonctions  d'ordre  (o)  et  de  l'intégration  des  fom- 
tions  d'ordre  ( —  i  ).  Nous  allons  constater  que  si  nous  envisa- 
geons des  fonctions  dont  les  ordres  soient  de  plus  en  plus  voisins 
<le  o,  fonctions  que  nous  sachions  d'ailleurs  toujours  noter  identi- 
quement, l'excès  de  l'ordre  de  la  fonction  sur  celui  de  sa  dérivée 
.augmente  de  plus  en  plus,  et  d'une  façon  extrêmement  rapide. 
si   nous   prenons   la   fonction    pour  infiniment  grand  principal. 

Calculons  l'ordre  de  grandeur  de  la  dérivée  de  ^■,,^=\ogpX. 
Nous  avons 

«t,  par  suite, 

Comme  t,  =  loG:.r,  on  a 


J'i'^  ■'•lîJ/'-i 


y, 


>/'-i 


I 


<i'où,  par  un  calcul  immédiat, 


y»  = 


T)onc,y^,  est  un  infiniment  petit  dont  l'ordre  est  identique  à 


(O  loi'     ' 

et  l'excès  de  l'ordre  de  ^■f,  sur  l'ordre  de  y'  est 

I  I  1 

co         ■  ■  ■  to/'— I  OJ/' 

T^ous  allons  voir  que,  relativement  à  yp,  cet  ordre  est  négatif 
«t  très  grand  ;  en  effet,  si  nous  considérons  j-'^,  comme  fonction 
de  ^■f„  l'ordre  de  i'^,,  relativement  à  r,,,  est  identique  au  produit 
de  l'ordre  de  r),  relativement  à  x  par  l'ordre  de  x  relative- 
ment à  Vp,  d'après  la  définition  même  du  produit  de  deux 
ordres.  Ce  dernier  ordre  est  celui  de  la  fonction  inverse  de  y  p. 
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C'est  thtiic  (.)/'.  Donc  l'ordre  de  )'  relaliveniciil  à  )/,  est 


I          I                      t 
I :■-••• r<'^''- 


Comme  le  facteur  ])lac(''  à  droite  de  la  somme  i)eul  mulllplier 
distributivement  tous  les  termes  de  la  somme,  l'ordre  cherché 
est 

—  (■)/'    -  (1)/'     '      -...--  (O. 

Calcvdons  : 


I  I 

Dx,,  "  '^1 r-.  .  .-t-  a,; 


lui' 


les  a,  étant  des  nombres  arithmétiques  sans  parenthèses,  positifs, 
négatifs  ou  nuls.  Nous  pouvons  appliquer  une  remarque  relative 
à  la  variation  par  la  dérivation  de  l'ordre  d'un  produit  de 
plusieurs  facteurs  A,  B,  .  .  .,  L  inégalement  croissants.  Si 

A'=r  \n,        IV  =  n/,.        ....        \:  =  \J, 
on  a 

4^  A  B . . .  F.  =  A  B .  . .  L  (  a  ^  Z»  ^ . . .  ^  /  ) . 
cf.r 

Si  b,  ....  l  sont  inliniment  petits  par  rapport  à  a  (ce  qui  entraîne, 
au  cas  où  A,  B,  . . . ,  L  ne  tendent  pas  vers  des  limites  finies,  que 
B,  . . . ,  L  sont  inliniment  petits  par  rapport  à  A),  on  voit  que  la 
variation  d'ordre  de  AB .  .  .L  par  la  dérivation  est  la  même  que 
pour  A.  Or,  si 


.7-3'..,  B  =  (log^)*., 


on  a 


/  = 


X  j"  loi;./-  xXo'^T.  .  .Ut'^pX 

Donc,  h,  c,  .  .  .,  l  sont  infiniment  petits  relativement  à  a  et  la 
diminution  d'ordre  de  AB .  .  .L  est  la  même  que  celle  du  pre- 
mier facteur.  Il  en  serait  de   même  si   a.  =  a,^...=  a 


"■/-) 


avec  a/^  o.  Dans  ce  cas,  la  diminution  d'ordre  est  égale  à 


I 


5(; 

Donc 

ni  M'I  IBK 

III. 

— •  -^-  Ï/+I  ■ 
m' 

Doi,—.  -4-  X/^.,— — - 

(..' 

-^^"i 

(.) 

-  -+-  ^>- 

o'+i 

I 

a,,  — 
'   toi' 


on  suppose  essentiellement  xi^o. 

Le  sens  de  la  formule  est  clair  pour  /  ^\.  Pour  i  ^  •»,  il  reste 
au  second   membre 


I 

a»—  I  -4-  a,  — 


En  particulier,  pour  i     i , 


D-l  = 


le  signe  =  pouvant  ici  être  remplacé  par  ^. 

Considérons    maintenant   l'intégration   d'une    fonction    /\x) 
d'ordre  voisin  de  — i. 

Nous  posons 

•1(X)  =     /       J\.r)dx, 

si  cette  intégrale  a  un  sens,  et  dans  le  cas  contraire 
•!/(.r)=    /      /tx)c/c/-. 

où  A  est  un  nombre  fixe  arbitraire.  Dans  le  premier  cas,  -j > 

dans  le  second  •li{x)  sont  des  infiniment  grands  avec  x.  Le  rap- 
port   '^.  '     peut  devenir  un  infiniment  grand  d'ordre  supérieur 
à    I  et  d'un  ordre  arbitrairement  grand  par  rapport  à  l'infini- 
ment  grand  -, — -^  ou  ''■^{x),  suivant  les  cas. 
On  a  d'abord 

/■-,=  i. 

La  formule  relative  à  la  dérivation  nous  en  fournit  une  con- 
cernant l'intégrale.  Énonçons  le  résultat  : 
Soit  une  fonction/(:r)  d'ordre  égal  à 


'O-i-  t^l 


(0'' 
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^j,,,  ,'j|,  ...,  ,j/i  étant  des  nombres  arithmétiques,  positifs,  néga- 
tifs ou  nuls,  évidemment  sans  parenthèses. 
Si   \-iuj''  —  I,  l'ordre  de  •Î'(t)  est  égal  à 


;io-^i-+-:ii-~. 


'"u.,. 


Si 


l'ordre  de  •){x)  est  égal  à 


'  m'  '  ri>'- 


10 1' 


Enfin,  si  tous  les  'i  sont  égaux  à  —  i ,  l'ordre  de  ■!/  est  ——,  • 

Si  l'un  des  nombres  [i  est  un  nombre  pourvu  de  parenthèses, 
tous  les  termes  qui  suivent  sont  superflus.  Si  l'un  au  moins  des 
coefiQcients  |i  n'est  pas  égal  à  — i,  la  formule  subsiste,  en  y  don- 
nant cependant  une  parenthèse  au  dernier  coefficient.  Si  tous 
les  j  sont  égaux  à  —  i ,  on  a 


/■ 


I)— .     =    (i^)^^ 


Cas  des  croissances  irrégulières.  —  Dans  sa  thèse  ('),  M.  P. 
Boutroux  a  dû  résoudre  le  problème  d'évaluer  l'ordre  d'une 
intégrale  de  la  forme 


"'~    /       »(.ri 


en  la  comparant  a  ou  suivant  les  cas,  sans  supposer 

^  m  III  )  m  II  )  ^  ^ 

que  u(.r)  fût  d'un  ordre  (p),  et  avec  la  seule  hypothèse  que  son 
ordre  fût  de  la  forme  (p,  q). 

Deux  cas  se  présentent  suivant  ({ue  l'on  suppose  que  I^^,  a  un 
sens  ou  non  pour  n  =  x  : 

1°  Si  I  n'a  pas  de  sens  pour  n=y:,  nous  voulons  obtenir 
l'ordre  de  grandeur  de  I  pour  m  fini  et  n  très  grand; 

•>P  Si  I  a  un  sens  pour  n  =  x,  nous  cherchons  l'ordre  de  I 
pour  m  très  grand  et  n  =  y:. 

(')   Acla  mathematica.  i<)<>|. 
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l)ans  le  premier  cas.  M.  Jîoutroux  a  obtenu  des  conditions 

sullisantes  pour  que   ii{ti)  j      — -;-  soit  de  même  ordre  que  n, 

ou  (|ue  /jlot;/j,   ...,  ou  que  /?  lo<j[/? .  .  .  lo<X/, /?. 

Dans  le  seeonil  cas,  le  môme  auteur  a  obtenu  des  conditions 

suHisantes  j^our  que  ii{ni)  f     — ^-^  soit  de  même  ordre  que  m, 

ou  que  m  log^u,  .... 

1*^  Supposons  qu'il  existe  deux  nombres  positifs  a  et  [4  tels 

que  — —  et ■  soient  croissants. 

Étudions  d'abord  le  cas  où  1,=^^  n'a  pas  de  sens.  Je  dis  que,  si 
l'on  a 


"(")I/H  reste  dans  un  rapport  fini  avec  n. 

Un  eiiet,  — —  étant  croissant,  pour  x  <^  n,  on  a 


u(t)        u(  n)                           I              //  ^       1 
<;  ou  "^ 

Donc 


/n'-«) 


r"   dx  n*        r"  fir  n^  i 

/     >— —    /      —  = -(«'-='  — 

= — |.-f-)' I- 

m  restant  fixe  et  n  croissant  indéfiniment,  on  a  manifestement, 
à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n, 

I"  ~^  //' 


ni  II  ) 

I 


Il  étant  un  nombre  positif  arbitraire  inférieur  à  — 
e  même  étant  croissant,  pour  a:  <C  n,  on  a 


lH  T)        '    ni  II) 

dx  n'i'       r"  dx 


Je      dx             nP       r    dx                    n 
'      —, —  <  /       —z  = -, (l-hz) 
u(x)        m  n  )  ,1       Xi-^        {\—i)u(n) 
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avec  liin£  --=  <>.  Donc 

h"  étant  un  nombre  fixe. 
Donc, 

h  ayant   des  limites   d'indétermination    finies  quand,  m  étant 
fixe,  n  croît  indéfiniment. 

On  démontre  d'une  manière  identique  que,  si  I,"  a  un  sens, 
et  si  les  deux  nombres  a  et  |j  définis  plus  haut  existent  et  sont 
tels  que  I  <;  a  <<  j,  on  a  (  '  ) 

\T,,=^  Il (Il  fini  pour  /'  infini). 

M.  Boulroux  avait  en  vue  l'étude  des  intégrales  de  la  forme 

A  pouvant  prendre  diverses  valeurs.  Soient  ;j.  et  v  deux  nombres, 
aussi  voisins  que  possible,  tels  que et    -; soient  crois- 

^  '  '  '  ./■•'  'l  (  X  ) 


(')    On  peut  montrer  que  la  condition  !',</• entraîne 

'  '  '  '"  //  (  m } 


// 1  //  )  ^   r         n        1 
Il  {  m  )         L  //M  I  —  /.  )  J 


A 


si  n  ]>  m,  en  sorte  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 

-.  ii(  m  ) 
'"      /n 
soit  limité  supérieurement  est 

u(n) 


Il  (  ni  ) 


>/'. 


pour  n  >  m,  h\     i  et  a:  >   o  étant  deux  nombres  fixes.  L'hypothèse  utilisée 

par  M.  Boutroux  correspond  k  h\^=  i.  On  peut  de  même  obtenir  des  con- 

j  •  •  '  •  p  r.  •  .  mu) 

ditions    nécessaires   et    suffisantes   imposées  au  rapport  >  pour   que 

chacun  des  critères  de  M.  Boutroux  soit  vérifié.  Voir  Denjoy,  Sur  l  inté- 
gration de  certaines  inéquations  fonctionnelles  (Comptes  rendus,  séance 
du  \'i  avril  1909). 
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sants.  Les  nombres  a  et  ,j  définis  j^lus  haut  sont  respective- 
ment 

Xv     el     >.;ji         (Xv<X;jl). 

Pour  les   valeurs   de    a  telles  que    Av<;aul<Ci,  !'/„  est  égal 

à  Ht-, TT-   Pour  les  valeurs  de  A  telles  que  i  <av<C"a;ji,  I"  est 

|']/(/0''| 

égal  à   hr-, r;  •  Mais,  si   nous  envisageons  les  valeurs  de  A 

comprises  entre  -  et     »   nous   ne    pouvons   plus   rien    affirmer 

sur  I,* ,  ni  si  cette  intégrale  a  un  sens,  ni  a  fortiori  quel  est  son 
ordre. 

M.  Boutroux  élargit  alors  les  critères  qu'il  applique  à  [•^(•ï)]^' 
ou  u[x). 

Si  —r, ■ — et sont  croissants,  supposons  a,<;  j,<li. 

l'^^  n'a  pas  de  sens.  Évaluons  I",.Pour  x  <  n, 


D'où  une  limite  inférieure  pour  — — ,  et  l'inégalité 

n(  \n"n  )='•     /■"        dx 


x{\o'^xf 


L'intégrale  du  second  membre  est,  à  un  facteur  près,  tendant 

vers  un  :  — î —  flogn )'"«..  Donc  (les  notations  h',  h'\  h  gardant 

I  —  a,  ^  ^ 

leur  sens) 

uyn) 
En  utilisant  l'hypothèse  relative  à  |j,,  on  aurait 

'"^         u(n)    ' 
d'où 


I"  =  A 


u(n) 
Si  I  <a,  <  ^i,,  I;^,  a  un  sens  et  est,  comme  le  montrerait  un 
calcul  toujours  le  même,  égal  à  h 


m  ]()"  /n 


a  {m) 
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Si  7-,  <!  >  j(,  nous  ne  pouvons  décider  ni  si  I,',  a  un  sens, 
ni  a  fortiori  quel  est  son  ordre. 

M.  Boutroux  examine  alors  un  critère  plus  précis,  lequel  com- 
porte encore  un  cas  d'exception  et  ainsi  successivement. 
Exposons  le  p"  ""  critère. 

Supposons  qu'il  existe  deux  nombres  7.^  et  'j,„  tels  que 

el 


soient  deux  fonctions  croissantes. 

Si  7./,  «< 'i/,  <C  I ,  l",„  est   un   infiniment  grand.  Pour  l'évaluer, 
on  utilise  l'égalité 


r 


.r  lu^^?-.  .  .  I(iii^\r         1—7 


d'où 


ni  n) 


Si  I  <Cy/,<C^^/>,  on  a  pour  I',  la  même  expression,  où  m  rem- 
place n. 

Le  cas  y.j,<C  >  <C|j/^  conduit  à  l'examen  du  (/j  +  '  )"'""  critère. 

Ces  évaluations  d'intégrales  définies  ont  servi  à  M.  Boutroux 
de  préliminaires  à  une  étude  très  profonde  des  fonctions  entières 
de  genre  fini.  En  particulier,  les  critères  successifs  lui  ont  permis 
d'élucider  certains  problèmes  difficiles  sur  les  fonctions  d'ordre 
entier. 

Ordre  d'une  intégrale  relati\'einent  aux  paramètres  de  Vêlement 
différentiel.  —  Nous  allons  enfin  étudier  l'ordre  de  grandeur  de 
certaines  intégrales  définies  prises  entre  des  limites  fixes,  rela- 
tivement aux  paramètres  qu'elles  contiennent. 

1*^  Soit  l'intégrale 


Cette  intégrale  a  un  sens  tant  que  :  supposé  fixe  est  positif. 
Pour  s  =  0,  elle  n'a  plus  de  sens  ;  quand  z  tend  vers  zéro,  sa  valeur 
croît  indéfiniment.  Nous  nous  proposons  de  chercher  son  ordre 
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de  grandeur  relativement  à  7    L'intégration  donne  immédiate- 
ment pour  valeur  de  l'intégrale      -^-  Cet  ordre  est  égal  à  celui 


de  ' 


:>.°  Soit  Tint  effraie 

d.r_ 


Pour  que  l'expression  intégrée  ait  un  sens  arithmétique,  quel 
que  soit  a,  nous  supposerons  a  >i,  de  façon  que  loga><». 

Supposons  tout  d'abord  que,  a  étant  fixe,  nous  fassions  tendre 
£  vers  zéro.  Nous  cherchons  la  modification  que  la  présence  de 
l'exposant  a  introduit  dans  l'ordre  de  I  relativement  à  s.  Tout 
d'abord,  si  a  >  o,  l'intégrale  reste  finie  quand  c  tend  vers  zéro. 
Donc,  dans  ce  cas,  il  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  l'ordre  d'infini- 
tude  de  I  relativement  à  i.  Supposons  donc  a  <^  ••  pour  com- 
mencer. Nous  étudierons  ensuite  le  cas  a  =  o. 

Le  changement  de  variable  x  =•  e'  nous  donne 

et,  en  posant  tt  =  u, 


"  ,h 


a  étant  négatif  et  fixe,  l'intégrale  tend  vers  une  valeur  finie, 
quand  £  tend  vers  zéro.  Donc,  L  est  de  l'ordre  de  t'^.  Si  a=  —  1, 
nous  retrouvons  un  résultat  précédent.  Mais,  si  — 1  <C'^<^tS 
l'ordre  de  I  relativement  à  s  est  totalement  modifié. 

Faisons  enfin  a  =  iy.  On  a 

.       -         .  .         e  -  "  du 


-.r^"-.( 


î  loj;« 

En  écrivant 

■'    ?-«  —  I  .       r'    (lu 


/.  Il  .1.  ,  u  I. ,  u 

«-  I  '     Z  loï  II  •    î  log  « 

l,  est  mis  sous  la  forme  d'une  somme  de  trois  intégrales  dont 
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la  première  est  constante,  la  seconde  Iciid  \  »ms  une  limite  finie, 
la  troisième  est  égale   à   log  -  — loga.    D<jnc,  Tordre  do  I,  est 


cette  fois  seulement  celui  de  lo<r 


Nous  allons  résoudre  une  question  un  peu  plus  complexe  et, 
en  la  traitant  complètement,  montrer  comment  on  doit  procé- 
der pour  étudier  l'ordre  de  semblables  intégrales.  Nous  allons 
supposer  que  a  et  s  tendent  simultanément  vers  zéro,  et  cher- 
cher une  expression  donnant  asymptotifiuement  la  valeur  de 
l'intégrale  Ij  quelle  (jue  soit  la  façon  dont  a  et  t  deviennent 
indépendamment  infiniment  petits. 

Nous  avons  toujours 

(I)  I-.  =  e«  /  .    ,    • 

Ici,  y.  est  positif  ou  négatif  (dans  la  première  partie  a<]())^ 
Quand  a  et  î  tendent  vers  zéro,  l'intégrale  du  second  membre 
de  (  I  )  devient  infiniment  grande  par  sa  limite  inférieure.  Pour 
cette  limite  inférieure,  e  "  est  d'ailleurs  très  voisin  de   i. 

Soit  donc  r,  un  nombre  donné  à  l'avance  arbitrairement  petit. 
Soit  b  un  nombre  positif,  le  plus  grand  si  l'on  veut,  tel  que 

I  —  r,  <e-*<  I. 

t  devant  tendre  vers  zéro,  nous  n'envisageons  que  les  valeurs 
de  t  inférieures  à  s,,  tel  que 

Nous  écrivons 

•    ''  «-  £  lu;:  Il 

Quand  a  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives  ou  négatives, 
I'  tend  vers 

/       . drf='j(b). 

Nous  n'envisageons  que  les  valeurs  de  a  telles  que 

I       — du  <  ■>.  ':.ih  ). 

Jl.      "'^* 
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Ceci  aura  lieu  dès  que  |  a  ]  sera  inférieur  à  un  certain  nombre  a,. 

Pour  I',  on  a 

e-"  —  I  —  Ot,        ( o  <  0  <  I). 

Donc 

'="-'"■',/    ^ 

ou 

(a)  r=(,_Or.  . ^-^j 

Pour  7.=  o,  le  quotient  doit  simplement  être  remplacé  par  sa 
vraie  i'aleur  pour  ?  =  <>,  soit 

log      — lojjjf/  —  lo<;/;. 

I'  croît  indéfiniment  quand  z  et  a  tendent  simultanément 
vers  zéro.  Donc 

finit  par  être  négligeable  relativement  à  I".  Montrons  à  partir 
de  quelles  limites,  pour  t  et  y.,  on  a  certainement 

r<  r,\" 
ou  plutôt 

{i,  ■2'^(b)<r, •■ 

Que  y.  soit  positif,  négatif  ou  nul,  I"  croît  quand  :  décroît.  On 
voit  aisément  qu  il  en  est  de  même  de 

•*  7. 

Soit 

Prenons 

£loga  <  z.,  loga  =  Oe   "r'^' 

(nous  supposons  également  s<î,).  Alors,  le  second  membre 
de  (  ))  est  supérieur  à 

r.  > 

y. 

ce  qui,  lorsque  >.  tend  vers  zéro,  tend  vers  r,  M'^(fe)  =  j  :-(//). 
Donc,  il  existe  une  valeur  y.,  telle  que  pour  |  a ,  <  a^  et  ;  <  to, 
le  second  membre  de  {'■'))  est  supérieur  à   •i'-p(^). 


i>ii  Ki.itKM  I A  t  in\   Kl    iMi;<;ii  V I  h  >N    ni-  iiiiKiiKs   m:  cnuiss  a.\<:k.  (>'> 

Donc,  I  a  I  et  :  ('•l;i  ii  I  iiifciiciiis  rcsiicci  i\  cnn'iil  à  7. , ,  7^  et  S|,  îj, 


on  a 


1    Ij£-a  .-=  I'  ^  I-  =  (  O'r,  -+-  (I  -  Or.  ,)         °"^ 1^ 

j  ,  ,      (l<)n;a)-*^  A    »£* 

f  I  j   -  :(    I   -f-    OT,  )   


\  0*  <  I  y 


Le  facteur  principal  de  Ij  s'écrit 


6  ^  tend  vers  1 .  Donc,  si  |  ^- 1  <!  ^s» 

A  »=  1  —  rrr,. 
Quand  7  est  suffisamment  petit  (  pour  j  >'•  |  <^  y--,  ), 

\   -, =I-^Aaln'j- , 

A-  étant  compris  entre      et  ■>.  Donc, 
/    h     ,='_ 

5t  a  loK« 


— '—  croît  (piand  7  et  z  décroissent,  même  séparément.  Si  donc 

,  _  ça  ,  _  ç». 


Si  nous  prenons  7,log—  =  h,  h  étant  tel  que 
-.1 

e-/'  <  I , 

■> 

on  a 


et 


Si  donc 


K.   I!. 


£*^=e  -<i los- 


i:^i:>'i.,,i, 


I    ,        I  ■>.  ,       loi^c^ 

I"  ;i  —  ~  —  I  "  u  — ; — 


C>!'. 


(iivi'iTiii:  m. 


co  qui  tlétcnninc  aussi  a.,,  junir  î<^î;i)  |a|<Ca:,,  la  valeur  com- 
mune des  doux   membres  de  (.">)  est  (en  supposant  6<^lo<;a) 


Or,). 


En  résumé,  /,  étant  choisi,  il  existe  deux  nombres   a,,  et  î,> 
tels  que  pour   |  a  ]  <C  a,,,  z  <C  t,t,  on  a 


Hi) 


L  —    /       —  I  I  -+-   {or.) (  <)  <  0  - 


Dans  la  seconde  partie  de  la  démonslralion  nous  avons  sup- 
posé explicitement  y.^o.  Mais  comme  l'intégrale  est  une  fonc- 
tion continue  de  a,  tant  que  îp^o,  la  formule  ((i)  subsiste  même 

pour  7.  =  (I  à  la  condition  d'y  remplacer   — 
leur,  loff  -  • 


par  sa  vraie  va- 


L'égalité  {(>)  exprime  que.  si  a  et  î  tendent  vers  zéro  simulta- 
nément, le  premier  par  valeurs  positives  ou  négatives,  le  second 
par  valeurs  positives,  de  quel([uo  façon  que  s'opère  d'ailleurs 
leur  variation  ([u'on  peut  supposer  totalement  indépendante, 
on  a 


<:) 


i',  a  —  n  ' 


I.,  =  1, 


Si    z'^  tend   vers   h -/^  \  (  log  -   d'ordre   égal   à    | — r  )   la   valeur 
asymptotique  de  L  est 

I  —  //        I  -  // 


lo"A 


loiî 


Si  z'^  tend  vers  i  (  j —  infiniment  grand  relativement  à  log-  )» 
\,  est  équivalent  à  log  ;• 

Si  î-*  tend  vers  o  (a  positif,  -  infiniment  petit  relativement 
à  log     I-  l'expression  asymptotique  de  Ij  est  -• 

Si  £''' croît  indéfiniment  iv.  négatif,  — ^infiniment  petit  rela- 


mu- i;ui;m  1 V  TKiN   i:i    imi;(.u\ih)N    iii>  niiiiiti>   m;  «  it(ti>s\N(;i:.  (\- 

ti^•ern(•n^  à  l(t<r     ).  I.  est  (''iiiiix  jilcnl  à  — —  Mais   il  est  cssciilicl 

<!<•  icmai<ni('r  (|ue  la  l'orimile  {-)  est  d'une  gént'ialih';  iiicii  supt'-- 
rieiirc  à  cfllf  de  toutes  ces  li\  |int  lirses  ;  car  elle  suppose  siiiiple- 
iMciit    (juc    :    cl   y.   tendent   simullanéinent  vers  zéro,  cpicls  que 

soient  les  ordres  île  grandeur  relatifs  de  . —  et  de  loiï-- 

"  I  a  1  *=  £ 

Si  l'on  su|)p()sait  tpje  y,  positif,  ne  tendît  pas  vers  zéro,  la  for- 
mule (7)  nous  donnerait  pour  Ij  une  limite  finie;  elle  cesserait 
d'être  exacte  hien  (pie,  eU'ecI  i\  cnienl .  !..  tende  vers  une  limite, 
mais  cette  limite  ne  serait  j)as  donnée  par  cette  formule. 

Si  l'on  suppose  a  négatif,  ne  tendant  pas  vers  zéro,  la  for- 
mule (  7  )  nous  donne  le  résultat  :  L  est  de  l'ordre  de  z^'-^,  mais 
la  limite  du  rapport  de  L  à  z^,  qui  existe  en  réalité,  n'est  pas  celle 
donnée  par  la  formule.  On  voit  en  somme  que  la  formule  (7), 
vraie  si,  avec  limî  =  o,  on  a 

liiii  X  =  o, 

reste  vraie  si  la  valeur  o  reste  en  dehors  du  champ  d'indétermi- 
nation de   y,  à  la  condition  d'y   remplacer   l'unité   au   second 
membre    par   un    nombre   à   limites  d'indétermination  finies  en 
môme  temps  que  celles  de  a. 
.i°  Soit  à  chercher  l'ordre  de 


^1       ./■'  ^-  litg.r  lo 


Ix 

2  X 


quand  :  tend  vers  zéro. 

Nous  supposons  a  >>  e  pour  que  \og.n  soit  réel.  En  posant 
a:  ^  e'  et  zt  =  u,  il  vient 

Comme   ci-dessus,  nous  introduisons  le  nombre  positif  b  tel 
que 

1  —  y,  <  e  -'\ 
L'intégrale 


/ 


(/a 

Il  loi:  — 
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tciul  vers   zéro  avec  t.  D'aulrt>  part, 


I 


1      " 

Il  lojï  — 


illl  =  (  I  —  Or,  )!', 


avec 

,1' 


i'      1      I      ''       I  I        '       .      /        'f»s'^\       ■ 

I    =  log  log-  —  luf;,a  =  logj  _   -r  lo- /   I  H \  —  lo-:,r/. 

Donc tend  vers  i ,  et  il  en  est  par  suite  de  même  de  — —  ■ 

I  *  1 

lo-, -1  lui:,' 

\^  Les  méthodes  précédentes  sont  applicables  dans  bien 
des  cas.  Certains  ne  diffèrent  des  précédents  qu'en  apparence. 
Ainsi  l'intégrale 

r  *  fU 

est  égale  à 

dont  l'ordre  est  celui  de  logy- 

Des  considérations  analogues  trouvent  leur  application  au 
cas  des  intégrales  doubles  étendues  à  des  domaines  fixes,  l'élé- 
ment différentiel  dépendant  de  paramètres  variables. 

1°  Soit  l'intégrale 

rlx  (/y 


dv 


-  ff 


Cr'^  -^-  ;  -'  -h-  I  j' 


La   condition    de   convergence   de   cette  intégrale   est   a^i. 
En  posant  y.=  i-\-  t,  proposons-nous  de  chercher  l'ordre  de  cette 


intégrale  relativement  à  -•  Soit 


cr  =  p  Qu'il'),        j'  =  s  * 1 11  oj  ; 

l'intégrale  se  réduit  à 

s  do  - 


If 


un  I  kuKMiATinN   i;i    im  la.iiv  i  ion   ois  nuniiKS   di;  cuoissam:!-;.  <i»j 

l/(ti(lre    est    le    même    (jue    si    l'intégration    à    eiïectuer    était 

/     — '—,  ce  (|ui  s'expliciue    par   ce    fait  ([iie   seules   les   «grandes 

valeurs  de  z  inlervieniicnt   jiniir  doinu-r  Tordre  de  l'inléf^^rale  et 

que,  si  0  est  grand,  p-+  '  peut  être  remplacé  par  y-  à  un  f.icleur 

près  infiniment  voisin  de    i. 

yo  Soit 

l"     /" d:r  H  y 

"  '  ~  .  ',       •  (,       (  -r'  -+-  y^  -^  I  )« (  In- J'  )> 

D'après  ce  qui  précède,  l'intégrale  ne  saurait  converger 
si  a<<i.  Elle  converge  d'ailleurs  si  a  >>  i .  Toute  la  discussion 
porte  sur  le  cas  a  =  i.  Intégrons  d'abord  par  rapport  à  x  : 


<y.r 


(  a•--i-7--^-  i;* 

Posons 

X  =  \/r--±- 1 1. 

La  première  intégration  à  effectuer  nous  donne 

(it  A 


lv(F=^''  ''  I 


Si  y.  est  voisin  de  i,  A  est  voisin  d'un  nombre  fixe. 
On  a  ensuite 

^•=\/'" f-^ 

L'intégrale  converge,  si  a=  i,  à  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  que  .j^i.  Pour  a=  i,  j=  ',  elle  diverge.  Si  nous 
posons  a  =  I  +  -  >  ^ j  =  i  +  a',  étant  donné  que  l'intégrale  J^  ne 
devient  infiniment  grande  que  dans  le  champ  des  )■  infiniment 
grands,  nous  pouvons,  sans  modifier  la  valeur  principale  de  J^, 
remplacer  .r-+  i   par  ^■-.  Cette  valeur  principale  est  alors 

^   /■' ^r , 

et  par  suite 


La   remarque  essentielle  à  signaler  est  que  la   modification 
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introduite  par  le  faeteur  (logi  )*  est    i(l(Miti(iue  à  celle  (|ue  don- 
nerait le  facteur  (logs)i^ 

î"    Plus     généralement,    envisageons    des    intégrales    de     la 
forme 

l.a  eondiiidii  pour  (jue  celle  intégrale  ail  ui\  sens  est 
Ceci  se  démontre  (  '  )  en  prouvant  f[ue 


(c  fini),  avec 


Si  donc  nous  posons  7  +  0  =  1  —  i,  le  coefficient  A'  reste 
compris  entre  des  limites  aisées  à  calculer.  Sa  limite,  quand  t 
tend  vers  zéro,  dépend  des  limites  a„,  |j„  positives  et  vérifiant 
la  relation  -  +  ,,    =1,  vers  lesquelles  tendent  respectivement 

a  et  |j.  L'ordre  de  l'intégrale  est  en  tous  cas  celui  de  •  Pour 
a,,^  /it=  ■->.,  nous  retrouverions  la  même  valeur  asymptotique 
que  pour  1  mtegrale  j  J  ^^..^  y^^.^C 

L'extension  au  cas  des  intégrales  triples,  ou  de  multiplicité 
supérieure,  se  ferait  sans  difficulté.  On  utiliserait  pour  l'inté- 
grale 

/"'    r"-          r^       (lx<iv...dt 

.'       .',  .'       :r2  —>->  —  ...  —  />• 

la  condition  de  convergence  (-) 

'        '  '    ^ 

-  -^  -  -^  . . .  —  r-  <  I  . 
7.       i  I. 


(  '  )  Voir  BoREL,  Leçons  sur  les  séries  à  termes  positifs,  p.  >'>. 
(-)  BoREL,  loc.  cit. 
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Les  niétliotlcs  prôcrdciilcs  consistent  essciilicllciiiciit  ;i  (hUer- 
miner  d'aburd,  dans  le  cliaini»  des  variables,  les  points  autour 
des(iucls  rinté<^rale  de\i(.'nt  infinie;  d'une  façon  i)his  précise, 
les  j)oinls  ou  li;:ncs  tels  (jue,  leur  voisinage  étant  exclu  du  champ 
des  variables,  Tintégralc  reste  finie.  En  s'en  tenant  aux  zones 
entourant  ces  points  (dont  certains  peuvent  être  à  l'infini), 
l'expression  de  l'élément  dillérentiel  aura  généralement  une 
partie  principale  facile  à  mettre  en  évidence  et  de  forme  beau- 
coup |»lus  simple  que  l'élément  lui-même.  Cette  partie  principale 
pourra  d'ailleurs  revêtir  diverses  formes,  qu'on  obtiendra,  par 
exemple,  en  scindant  les  diverses  zones  conservées  en  plu- 
sieurs autres,  telles  que  dans  chacune  d'elles  un  ternie  de  l'élé- 
ment dillérentiel  soit  prépondérant.  On  ne  retiendra  (jue  ce 
terme  dans  l'intégrale. 

Nous  allons  chercher,  en  utilisant  ces  principes,  les  conditions 
de  convergence  de  l'intégrale 


r  r 


d.r  (ly 


x^ -^ y'^  )  {  r'^  ^  y'^' ) 


Limitons  d'abord  la  zone  où  l'intégrale  risque  de  devenir 
infinie.  Si  nous  donnons  à  y  une  valeur  constante,  arbitraire- 
ment grande,  la  convergence  des  éléments  de  l'intégrale  corres- 
pondant à  fe<^r<^B  est  uniquement  subordonnée  à  la  condi- 
tion a  -(-  a'  >>  I .  Il  nous  faut  de  môme  j  +  [j'  >  ' .  Mais,  à  cause 
de  ces  conditions,  l'intégrale  ne  peut  diverger  que  dans  un 
champ  oii  x  et  y  vont  simultanément  jusqu'à  l'infini.  Donc, 
nous  pourrons  nous  donner  des  nombres  arbitrairement  grands 
A  et  B,  et  n'étudier  la  condition  de  convergence  que  dans  le 
champ  a;  ^  A,   r^B. 

Dans  ce  champ,  distinguons  diverses  zones.  Construisons  les 

■-  —  3        3' 

courbes  x  ^.i'*,  x  =  r* .  Supposons  -  <C  ' ,  ;  la  première  courbe 

sera  au-dessus  de  la  seconde.  Elles  divisent  le  champ  en  trois 
zones;  dans  la  première  x''- <C^  r?,  .r*' <[)'?.  D'oii 

'i(  .r,  y  )  =  {x^^y'^){x'^'-~y'i>')  =  y'P^'^'  X  /<i, 

avec  I  <C^i  <C  i-  Dans  la  deuxième 

'w(  j".  )')  —  T^y\^  II,. 


->  «iiM'iiiu:   III. 

Dans  la  troisième 


/jj  et  /j)  étant  égjalenient  compris  entre  i  et  j.  En  fait,  seules 
sont  préponilérantes  clans  chaque  zone  les  régions  où  h,,  /»_,,  /r, 
sont  très  voisins  de  i.  1  ."intéjrrale  ilaiis  le  premier  champ  a  donc 
pour  Niileur 


lu.',.    ,rf- 


>•  (   - 


La  <pieslion  de  la  coun  ergence  ne  se  p(»se  cpie  jiour  )'  très 
^and.  Ici,  nous  pouvons  remplacer  B  par  une  nouvelle  limite  B, 
fixe,  sans  changer  la  convergence  de  l'intégrale,  de  façon  cjue 

'^         >         > 

1  *  —  A^'  =  )*i  I  —  Or,  ), 

y.  étant  par  exemple  inférieur  à     •  La  condition  de  convergence 
est  donc 


Dans  la  seconde  zone  nous  avons 

I'-i  Si 

I      a   —  I  -  a   '  .... 

B  étant  très  grand,  le  second  terme  de  la  différence  est  négli- 
geable par  rapport  au  premier.  La  condition  de  convergence  est 

^'—  (   2—  I   ,S    >   1. 
Si 

Enfin,  la  condition  de  convergence  dans  la  troisième  zone  est 
a  -4-  a  —  p  >  I. 

Ces  trois  conditions  se  réduisent  aux  deux  extrêmes  qui  peu- 
vent s'écrire 


'J 

> 

f 

7. 

-+- 

i 
j 

y. 

1 

I 

a! 

> 

a' 

f 

un  ii.iiiM  I  \i  iiiN   i-.T  iMi.(.it\  I  iiiN   m  s  (ini)iii  s  m;  (:u(ii>-^vn<:i:. 


-{ 


avec 


a         a 


Non  siMiIfiiicnl  la  met  littdc  inccctli-iile  nous  :i  ddiiuf  les  con- 
(lilioiis  (If  ((inx  er<jjence,  mais  elle  permet  encore,  si  7.  i,  -/'.  V 
Icndcnl  \cis  des  xaleuis  |)(iiii-  lcs(|ii<'ll('s  les  conditions  fcssrnt 
dètre  vrriliées.  d'obtenir  liirdre  de  «frandcni'  de  l'intéffrale 
relativement  avix  dill'érenees  infiniment  pet  ites  des  paramètres 
et  de  leiiis  limites. 


ClIAIMIIti;  IV. 

AIMM.ICATIONS  ANAI.VTIQUKS. 


Nous  allons  appllciuer  les  résultats  précédemment  acquis 
à  l'étude  des  séries  et  des  produits  infinis. 

Nous  nous  proposerons  de  déduire  de  la  croissance  du  terme 
ou  du  facteur  général,  u„  ou  \ -\- u ,,  relativement  à  son  rang, 
la  croissance  de  la  somme  des  n  premiers  termes,  ou  du  produit 
des  n  premiers  facteurs.  Si  ces  termes  généraux  sont  des  fonc- 
tions d'une  variable  x,  il  y  aura  lieu  de  considérer  la  croissance 
de  la  série  ou  du  produit  relativement  à  x. 

Les  produits  infinis  fonctions  d'une  variable,  dont  nous 
nous  occuperons,  seront  des  fonctions  entières  de  cette  variable, 
et  la  relation  que  nous  nous  trouverons  envisager  sera  celle 
qui  lie  la  croissance  de  la  fonction  et  la  croissance  des  modules 
de  ses  zéros. 

Ainsi,  nous  étudierons  d'abord  les  séries  à  termes  constants 
et  positifs  ;  puis,  par  application  des  résultats  obtenus  et  des  mé- 
thodes employées,  nous  déterminerons  les  très  utiles  formules 
d'approximation  de  la  fonction  V.  Celle-ci,  mise  à  son  tour 
sous  forme  de  produit  infini,  nous  donnera  un  exemple  essentiel 
de  la  relation  entre  la  croissance  d'une  fonction  entière  et  celle 
de  ses  zéros. 

Nous  analyserons  de  plus  près,  par  les  produits  infinis,  cette 
relation  quand  les  croissances  sont  régulières.  Elle  sera  mise 
en  évidence  pour  les  croissances  irrégulières  sur  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  entière  en  série  de  Taylor. 

Séries  à  termes  constants  et  positifs.  —  Dans  l'étude  des  séries, 
à  laquelle  se  ramène  celle  des  produits  infinis,  se  posent  suivant 
les  cas  deux  problèmes  différents. 

Étant  donnée  une  série  :   i"  si  elle  est  divergente,  la  somme 
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des  /(  premiers  termes,  somme  (pii  augmente  indéfiniment 
avec  n,  jinssède,  relalivemeni  à  n,  un  eerlain  ordre  do^rrandeur 
qu'il  est  utile  île  loiuiaîlre. 

■>."  Si  elle  est  convergente,  la  somme  des  termes  rpii  suivent 
le  n"'""',  ou  n''""'  reste,  est  un  infiniment  petit  dont  nous  nous, 
proposerons  également  de  calculer  l'ordre  relativement  à  n. 

Il  est  à  remarquer  que,  dans  les  deux  cas,  les  ordres  de  gran- 
deur cn\isagés  sont  indépendants  des  modifications  (ju'on 
pourrait  faire  sui)ir  à  un  nombre  fini  de  termes  de  la  série. 

Étudions  d'abord  le  premier  problème.  Soient  u„  le  terme 
général  (Tune  série  divergente,  S^,  la  somme  de  ses  n  premiers 
termes. 

Supposons  ([ue  u„  soit  pour  n  ^  h  un  nombre  jamais  crois- 
sant. En  considérant  n  comme  une  variable  continue  et  u„ 
comme  une  fonction  u{n)  continue  jamais  croissante,  assu- 
jettie à  coïncider  avec  le  n"'""'  terme  de  la  série  pour  toutes  les 
valeurs  entières  de  n,  et  en  construisant  la  courbe  y  =  u  [x],  on 
prouve   les  inégalités 


n  —  1 


7  "«  <    /      m  /i  )  dn  <  2,  ' 

/<  + 1  "  /. 


(') 


I      i/( /i)  <//j  -i- «,j  <  ^   »«  <    /      iii  n  )  du  —  Uh- 


Supposons  que  u„  pour  n^h  soit  un  nombre  jamais  décrois- 
sant. On  trouve,  en  construisant  comme  ci-dessus  la  courbe 
j/ =  u[x),  la  même  doui)le  inégalité  précédente  renversée 


(?.)  /      u{n)  dn -^  ui,'^2_."ii<.    I      ui  a)  du  ~- u„. 

r" 

Il  „  —    /      m  n  \  tin 


h 
Dans  les  deux  cas 


/; 


çst  compris  entre  ui,  et  u„. 

Cela   étant,   faisons   sur  l'ordre   des   u    certaines   liypothcses 
particulières. 

Supposons  d'abord  que  cet  ordre  soit   identique  à  a^ — i. 


7'»  (iiM'inii:  IV. 

On  a  alors 

II,,  r^  n>. 

Il 

Donc,  en  ]>osant  ^  u„  =  S„,  on  a  la  doiiMo  inéjfaiih'^ 

1 

H  I    .:  S„<  ■ ^-  /»" 


si  a  !!><•,  l't  les  inéfralllos  inverses  si  «  <^  o.   Dans  les  deux  cas, 

— ^■tend  vers  •    I/tudrc  de  S/,  est  donc  égal  à  a+  i. 

L'ordre  de  S„  serait  encore  a  +  i ,  si  l'on  avait 

A„  restant  entre  des  limites  extrêmes  d'indétermination  finies. 
Si    l'ordre   de    u,   est  (a),   a> — i,   l'ordre   de    /     u„dn   est 
(a  -)-  I  ).   Ce  sera  encore  ici  l'ordre  de  S,,. 

Citons    des    exemples.    Pour    u  =  — -  •  dont   l'ordre  est  iden- 

V  " 

I       1  V''       '  ni  '  1    '      I 

tKjue  a  —    -la  somme    ^  — -  est  a  ordre  égal  a 

^^" 
Soit  u,,=  •   Ici,  l'ordre  de  a,  est  égal  à  —  •  L'ordre 

de  S„  est  donc  encore  -• 

■>, 

Posons 

Puisque,  d'après   le    développement   en    série    de   sin— > 

III  ,. 

I  —  n  ^m       —       —  (  I  -1-  £„  ),  liin  î„  ^  o, 

//        il  II-  „^ 

u„  est  d'ordre  égal  à  +  i. 

Donc  S„  est  d'ordre  égal  à  :>.. 

Passons  maintenant  à  des  ordres  de  croissance  supérieurs  à 
tout  entier. 

L'inégalité  (2)  peut  s'écrire,  en  ajoutant  aux  trois  membres, 

/       n  ^  Il  )  (lu 
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et  en  posant 

^  «//  —  /     i'(  'I  )  (^'t  ~  C, 
I  *  ' 

/       m  II  )  ihi  -\-  If/,  <  S„  ■+-  II/,  —  (  ;  <    /      (t(  n  )  du  -^  ii„, 
•  1  «-'i 


Ci) 


et  par  suite 

I  '5  )  I      II  [  n  \  <lii  <  S„  —  G  •<    /      ni  n  )  iln  —  ;f  „ . 

•  I  •■  1 

Cette  doul)le  iii(''<j;alité  montre  que,  selon  la  croissance  de  u, 
deux  cas  se  pr«'senteronl  : 

Si    /     u  (n)  (/n  est  inlininicuL  <rranJ  par  rapport  à  u.,,  alors  le 
rapport  de  S„  à    /     u[n)dn  tend  vers   i.  et  l'on  a 


(  '\)  S„  =   /     III  II  )  I 


///  /  I  —  0 


/         «  (  Il  )  cl  II 


0  étant  un  nombre  compris  entre  d  et    i. 

Si  au  contraire    /     u(n)f/n  est   iii  (iiiiinent   petit    par  rapport 

•  I 

à  u,,,  en   remplaçant  la  première  des  inégalités  (3')  par  l'iné- 
galité évidente   u,<CS,,  on  voit  que  --  tend  vers   i  et  l'on  a 


"  / 


/       m  n  )  (In   \ 
I  )  )  S„  =  u„  X   \  I  -H-  0'  


Enlin,dans  le  cas  intermédiaire  où  le  rapport  —    /     u{n)dn 

reste  compris  entre  des  limites  Unies,  les  deux  formules  (  j) 
et('))  peuvent  être  employées  concurremment.  S.j  est  compa- 
rable à  la  fois  à    /     u{n)dn  et  à  u  . 

L(!  premier  cas  se  trouve  réalisé  (juand  la  croissance  de   u, 


('•IVI'IIHK    IV 


est  inft'ricurc  à  /xi),  (luehjue  petit  (|iie  soil  le  nombre  jiositif  p; 
le  second,  quand  elle  est  supérieure  à  /)(<),  quelque  ti;rand  (]ue 
soil  /»  :  le  troisième,  (juand  elle  est  égale  à  (/>,9)''>,  }>  et  q  étant 
tels  que  i><^  p  <C  q  <C-\-  ^^ 

Citons  quelques  exemples.  Examinons  d'abord  comment, 
dans  le  cas  intermédiaire,  le  dernier  terme  u„  est  déjà  assez 
prépondérant  pour  cire  com[>arable  à  la  somme  de  tous  ceux 
qui  le  précèdent. 

Posons 

Il  „  —  a', 

a  étant  un  nombre  supérieur  à  i.  On  a 

«■■'+1— a 
b„  =  a  -t-  a*  -H .  .  .  -+-  a"  =  


T  5/1  1  r      •  ^•         "»  f^  —  I 

Le  rapport  —  est  donc  iini  et  hm  —  = 

'  ^  Un  >.,  il 

Si  u„=^  e"\  la  somme   e  +  e' +  •  •  •  +  6"    diffère  fort  peu   de 
son  dernier  terme.  Le  calcul  fait  pour  le  cas  général  nous  donne, 

pour  le  rapport  —  »  la  valeur 


/      m  II  )  (In 


e"'  •>  Il 


avec    (•<  ')  <c  I 


<0'< 


/      c '"  dn  _ 

Si  u„^e^",  comme  = = est  égal  à   x\n  à  un  facteur 


près  tendant  vers   i    (  ce  facteur   étant    plus   précisément    égal 


asymptotiquement  a   i =    •  on  a 

V  II  ! 

S„  =  e»^"x  9.  \J ii[  1  — 


■>.\'n) 


Ici  encore,  on  a  donc  avec  la  valeur  de  la  somme,  à  un  facteur 
près  tendant  vers  i,  une  limite  supérieure  de  l'erreur  commise. 

Le  second  problème  :  ordre  de  grandeur  du  n  '  "  "'  reste  d'une 
série  convergente,  va  nous  donner  des  résultats  entièrement 
analogues   aux   précédents. 


Ai'fi.icvTiliNs    \N  vl.^  rioi  i>.  -if 

Suitposims  (lu'à  |i;irlir  criiii  cfi-hiiii  raiii;  n„,  u,,  qui  tciid  vers 
zéro  ne  croisse  jamais.  Alors,  nous  saxons  <|ue,  la  séiie  élan! 
convergente,  nu„  tend  vers  zéro,  et,  par  conséquent,  l'ordre  «le 
grandeur  de  u,^,  qui  est  négatif,  ne  saurait  être  ni  supérieur  ni 
égal  à  —  I . 

Cette  i'('niar(]U('  faite,  considérons  les  inégalités 

n„^i  -+-  //  ,^  ,   •  .  .  .        /      II'  /i  I  lin  -^  Il  ,^  i  -r-  ti„.t-i  -(-... 
<iue  nous  écrirons  : 

H„—  '/„-+-i  ^   /       m  II  )fln   C  l^/i. 

'  Il  ^i 

De  ceci  résulte  : 


<(■') 


/       »(  /n  d/i  <  li„<    /       ut  /i  )  (in  -t-  u„t-\ 


Ici  encore  deux  cas  vont  se  présenter  : 

Si  l'intégrale   j      u[n)dn  est  d'ordre  supérieur  à  a  ,^,,  alors  le 

reste  R„  est  égal  à  /      u{n)dn  à  un  facteur  près  tendant  vers  i, 

•      «4-1 

l'erreur  relative  étant  par  défaut  et  inférieure  à  — ^  ^  "~' 

/      m  II }  dn 

Si    ^      u  {n)dn  est  d'ordre  inférieur  à  u,,^,,  l'inégalité  évidente 

^'./fi<!R//  remplacera  la  première  des  inégalités  (<))  et  K  /  sera 
sensiblement  égal   à   u,,^,,   l'erreur  relative    étant  inférieure   à 

/       m  /i  )  (In 
-^^ >  et  par  défaut  éxidemment. 

"/;  +  ! 

Enfin,  si    /      u[n)dn  et  u.^,  restent  dans  un  rapport  fini,  il  ne 
•  /i-t-i 

nous  sera  pas  possible  d'obtenir  par  ce  procédé  une  valeur  appro- 

<hée  du  reste  avec  une  erreur  relative  tendant  vers  zéro  avec    -; 

mais  nous  connaîtrons  son  ordre  (jui  est    l'ordre  commun    de 

/      u[n)dn  et  de  u,,^.,.  Ces  trois  cas  sont  réalisés,  sui\anl  que 
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l'orilre  de  u,,  est  supérieur  à  — />(•>,  ({uehjue  petit  que  soil  />, 
ou  inférieur  à  — /)(•>,  quelque  grand  que  soit  p,  ou  égal  à 
—  {p,q)i'K    avec  ()<p<7<+ X. 

En   particulier,   si   u„  est  d'ordre   fini,  — a,  ou  ( — a),  avec 
a  >  I ,  l'ordre  du  reste  est  —  a  +  i ,  ou  —  (a  —  i  ).  Exemple  : 

/t*  n 

à  un  facteur  près  tendant  vers   i. 

Si   K,  =  a"",  le  calcul  direct  nous  donne  pour  \\„  la    valeur 

a  -■'       ,    . 

•   h  1.  (in  a 

tt  --  \ 


I       m  /i  \  lin  = 


\.a 


en  sorte  que  N,.,^,  et  /      u[n)dn    sont  de   même  ordre.  L'erreur 

•     n-hl 

commise  sur  la  valeur  de  la  série  en  s'arrêtant  au  terme   u„ 
est  donc  proportionnelle  au  dernier  terme  calculé. 
On  trouve  un  résultat  analogue  concernant  la  série 


1  /i  —  11. 
dont  la  somme  est  e. 

On  sait  que  l'erreur  commise  sur  la  valeur  de  e,  en  arrêtant 

le  développement  de  la  série  au  n' ''  terme,  savoir  u,,  est  de 

l'ordre  du  premier  teiine  non  calculé  u,,^,  qui  est  la  n"' partie 

du   dernier    terme    (•aicuié    u  .    Les    formules    d'approximation 

pour  n\  permettent  de  calculer    /      u„dn,  et  apporteraient  la 

confirmation  de  ce  résultat. 

Dans  tout  ce  qui  précède  nous  avons  systématiquement  omis 
le  cas  où  l'ordre  de  u„  est  —  i  ou  ( —  i  ).  Lorsque  l'ordre  a  de  u„ 
est  supérieur  à  un  nombre  fini  plus  grand  que  —  i ,  la  série  est 
(•ertainement  divergente.  Quand  a  est  inférieur  à  un  nombre 
fini  plus  petit  que  — i,  la  série  est  convergente.  Mais,  si  nous 

n'avons  pas  d'autre  indication  sur  u„  que  le  fait  lim  ,  ^       =^  —  i , 

nous  ne  pouvons  décider  si  la  série  est  convergente  ou  diver- 
gente. On  sait,  en  effet,  que  log/,a:  désignant  la   fonction  logo; 
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itérée  /»  fois,  si  —  est  ét^al  î\  n  lo^^n  log_. /j .  ..  l*»^',..,n(log„n) '"*■*, 

la  série  u„  converge  si,  j)()ur  n  infini,  a  a  sa  plus  j)Clite  limite  po- 
sitive et  diverge  si  a  a  sa  |>lus  grande  limite  négative.  Si  zéro 
est  compris  entre  les  limites  extrêmes  ou  coïncide  avec  l'une 
d'elles,  on  ne  peut  aflirmer,  sans  autre  renseignement  sur  u,,, 
ni  la  convergence  ni  la   divergence  de  la   série. 

La     formule    (i)    montre    que    la    somme    S;,    de     la     série 

"//  =  — I j ne  diirère  de  log  . ,  ,  n  que  par  un  nombre  fini. 

Diinc  façon  générale,  considérons  une  fonction  'f  (n)  croissant 
indéfiniment  et  telle  f(ue  sa  dérivée  varie  toujours  dans  le 
même  sens,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n.  Si  f  (n)  ne  reste 
pas  plus  grand  que  An,  A  étant  un  nombre  positif  fixe,  aussi 
|»etil  (|u"()n  voudra,  il  ne  sera  pas  possible  que  '-:■'(«)  reste  supé- 
rieur à  A  quelque  petit  que  soit  A.  Donc  '^'(n)  qui  varie  tou- 
jours dans  le  même  sens  tend  vers  zéro.  Posons  u„=  .s'(n).  La 
somme  S„  de  cette  série  est 


y.„  restant  fini,  ce  (]ui  iiiDiitre  c|ue  la  série  diverge  et  que,  à  un 
nombre  fini  près,  S„=  'j'{n). 

Pour  avoir  des  termes  généraux  m„  de  séries  divergentes,  mais 
aussi  lentement  divergentes  qu'on  veut,  il  suffira  de  prendre 
u,,=  's,'[n),  'f(n)  étant  une  fonction  croissant  indéfiniment 
mais  aussi  lentement  qu'on  veut  et  dont  la  dérivée  décroît 
sans  cesse.  Il  apparaît  maintenant  d'une  façon  bien  évidente 
(ju'il  est  impossible  de  donner  une  suite  de  fonctions  dépendant 
uniquement  d'un  indice  entier  :  •y,(n),  •^^(n),  ...,•!> y, (n),  ... 
satisfaisant  aux  conditions  suivantes  :  i"  toute  fonction  -l-,  de 
la  suite  est  le  terme  général  d'une  série  divergente;  ■>."  le  terme 
général  d'une  série  divergente  quelconque  est  infiniment  grand 
par  rapport  à  l'une  au  moins  des  fonctions  ■lp[?i). 

En  effet 


(la  =  -j/,(  n  ), 


sont  des  fonctions  croissantes.   Il  est  donc  possible  de  trouver 

une  fonction  -^  croissant  indéfiniment  et  infiniment  petite  par 

i;.  li.  6 


Sk  ClUPITUK    IV. 

rapport  à  ohaciinc  des  précédentes  (').  Je  peux  supposer  que  la 

ilérivée  de  .;  ne  croisse  jamais.  La  série  ^  'f'(^)  T'i  sera  diver- 

, ,                 c'  (  «  )        .     , .      .    ,      . 
îiente  ne  sera  certainement  pas  telle  (lue  V soit  limitée  in- 

férieurcment  par  un  nombre  positif  fixe  pour  une  valeur  assez 
grande  de    p.    puisijue    'f(«)    est  infiniment  petit   par  rapport 

à  f"-l,,{n)dn. 

Sous   une    autre  forme,   soient  ^  '!/|(7i),   ...,   ^  •I//,(7i),  ... 
une  suite  de  séries  chacune  diver<rente,  dont  le  terme  général 

ne  croît  iamais  pour  chacune  d'elles  et  telles  que   '-^ tend 

vers   ()  avec   -  quel  que   soit  p   supposé    fixe.    Je   dis  ([u'il  est 

possible  de  définir  un  terme  général  'v(n)  tel  (jue  -^  tend  vers 

V/' 

zéro  (juel  que  soit  p,  et  tel  que  >  '^{^)  diverge. 
Soit  n/,  la  valeur  de  n,  telle  que.  pour 

nl-n/,.         •i//,^i(/i  )  <  6,( /j  )         (i  =  \.  ■}.....,  h). 

Cette  valeur  existe,  puisque  la  limite   des  h  quotients   ^^-f^  est 
zéro,  pour  n  infini. 

Cela  étant,  pour  n<Cn,,  je  pose 

Cl  /?  )  =  '^i(/0- 

"  1  —  ' 
et,  si  ^    -l,  [n)  <C  I,  je  continue  à  prendre 

■:■    Il  )  =  'lit  n  ) 

jusqu'à  ce  que    7  'i\{n)  surpasse  1,  d'une  quantité  quelconque 
d'ailleurs.  J'appelle  v, —  r   la  valeur   de    n   où   je    m'arrête.    Si 

'l/i  >  I,  je  prends 


'I  =  "I- 


(  '  )  Les  considérations  de  ce  genre  sont  essentiellement  dues  à  Paul  du 
Bois-Reymond.  Quelques  précisions  ont  été  ajoutées  aux  résultats  fonda- 
mentaux de  Paul  du  Bois-Reymond  par  M.  Pringsheim  et  par  M.  Hada- 
mard  {^'oir  l'article  de  M.  PniNfîsiiEiM  dans  V Encyclopédie  des  Sciences 
mathénialiques  ] . 
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Pour  V,     n,  je  pose 


—  >L 


9  =  •^i- 

juscm'à    n  =  Vj — I,  v^  étant    loi    que  ^  'J'-'('^)    surpasse    i,    ce 

qui  est  possible  puisque  -l-^  diverge,  et  tel  que  V;,_/i_.. 

Ainsi  de  suite,  v^,  étant   défini   et   étant  supérieur  à    n,,,  je 

(léliiiis    '■'/•^i    par   les    eondilions  V/,^,^n^-,^i    et    ^    'î'/'+i  (^)  ^  '  > 

ce  (jui  est  possible  puis(iue  '|>/<4.i  diverge.  Pour  v^,/   n  <^  v,,^,,  je 

pose 

o(  n)  =  <\>/,+i{  n). 

La  série   f  (^)  est  divergente,   car   ^  >P-  D'ailleurs  d'après 

yp^Up,  entre  v^  et  "^p+\,  ses   termes   sont  inférieurs  à  ceux  de 
même  rang  des  séries  •!/,,  'l-,,   ...,  'Ip.  Donc,  quel   que   soit  p, 

pour  n     v^-,,  •lp^-ç>[n).  Donc,  ^^  tend  vers  zéro  quel  que  soit  p. 

V/' 

Cas  de  la  convergence.  —  Soient  •!/,,  -V-,  ...,  'ip,  ...  des 
termes  généraux  de  séries  convergentes,  sur  lesquelles  on  sup- 
pose  que    -4—-  soit    infiniment   grand   avec  n,  p  étant   fixe.  .Je 

V/' 

veux  construire  une  série   'f(^t)  convergente  avec    lim  ^f-  =  x, 
quel  que  soit  p.  .Je  définis   nj,  par  la  condition 

pour    i=  1,    ^   ...,  h.    }i   étant  choisi,   n/,  existe   puisque,  pour 
chacune  des  A  séries  '{//(n),  R,(n)  tend  vers  zéro  avec  -• 

Pour   nh<i.n^^-n;^J^^,  je  prends    'f(n)   égal   au   i)lus  grand  des 

nombres   •\\[n),  ...,'v/,(n).   ^    ^('O   ^st  inférieur  à 

"Il  +  ' 


V  [  •>,  {  n)  ^  'l-,  (//!-+-...  -4-  'I//J  //  )], 


/i;.4-l 
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et    (rnprès   ^    <^  ^  {n /,)  <^  .  .^   la    soniiiic    en    (luostlon    osl    inl'r- 
III,  -t- 1 

rioure  à  y-;-   Ddiio,   la  iiou\cllo    srrie   est    convcrgenle  et  elle    a 

ses  termes  supérieurs  ou  égaux   à  ceux   de  '^■f/>{n)   pour  n^n,. 
lel,   l'hypothèse   de   la    décroissauce   inlinio    du    rapport    des 
leruies  de  deux  séries  -l  a  peu  d'inijiortauce. 


Les  formules  d^ approximation  de  la  jonction  V.  — Avant  d'en- 
treprendre l'étude  de  la  croissance  des  produits  infinis  fonctions 
tl'une  variable,  il  nous  sera  utile  d'établir  les  propriétés  fonda- 
mentales de  la  fonction  V.  Nous  les  déduirons  très  simplement 
dt's    théories     précédentes.     Considérons     la    série   harmoni(jue 

u  ,=  -  et  soit 
II 

I  I 

'i(/0  =  I-H         -h.... 


On  a 


r%/n         I  f"dn 

'.Il  n        •  .'.       n 


OU 


I 

-  <o(/0 


Posons  '^{n)  —  L7r=/(/i)  et  proposons-nous  d'étudier  la 
fonction  /{n). 

Nous  allons  tout  d'abord  montrer  rpi'elle  tend  vers  une  limite 
<|uand  n  croît  indéfiniment. 

Il  nous  suffira  pour  cela  de  rechercher  si  la  série 

'■.,  =  fi  II  )  —/{  n    -  i) 
est  convergente,  car 

/■(  // 1  =  I  _  (-2  -f-  »-3  -i- . . .  —  ('„  ; 


or 


n  \        nj 


M'il.n  AI  KiNs    w  \n  iiyi  i;s. 
et,  (r;i|trt""s  la  foriiiult-  de  Taylor  ('), 


7.(1  —  Oa)- 


Donc 


pour  n     •>..  Donc 


La  série  i'„  est  con\er^fente,    puisque  n-j^",/!  tend  vers    -}"  r 
et  que  la  série     .  est  eonverîïente. 

Donc,  /{n)  tend  vers  une  limite  C,  Le  nombre  C  a  reçu  le 
nom  de  constante  (ï Euler. 
On  a 

2  2  2 

Considérons  l'égalité 

çp(n)  =  L/i  -^-  C-^  [/(  «)  —  G]. 
Posons 

\\„  =  J\n)      i:. 

R„  tend  vers  zéro.  Cherchons  son  ordre  infinitésimal. 
On  a 

1 


«'^ =>"",'-'•«)= y, 


■i(  Il  —  0  )- 

rt  -t-  1  n-\-l 


Or 


donc 


VA     V 


/(  -t-  1  n  -H  l  n 


=  V_i- 


(  /*  —  ')  )-        ^^  II-         II- 

n  ~    1 


(  '  )  Dans  les  calculs  suivants  la  signification  Je  la  notation  'I  sera  traduite 
par  les  mots  «  un  certain  nombre  compris  entre  o  et  i  ».  En  conséquence. 
')  dans  une  même  expression  pourra  représenter  deux  nombres  difïéreiits. 
mais  compris  dans  ces  limites.  Le  calcul  des  nombres  0  sera  régi  par  des 
égalités  telles  que  0  -i-  0  =  -iO,  0  -  -  (J  =  ~  0.    0x0  =  0. 
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Or 

00 

V_!_ 

r*  (in         0 

"    n 

donc 

donc  7?R„  tend  vers  une  limite,  qui  est   -•    On   montre  d'une 
façon  analogue  que,  si  l'on  écrit 

1         li., 


Bj  tend  vers  une  limite.  En  effet,  posons 


<]/  (  /j  )  =  V  (  n  )  —  L  /i  —  G 

'  •  '2/1 


On  a 


^    =    [J;(rt)  _.l,(„-^, )]+...+   [.;,(«    ^   A)—    6f«-+-/j    -4-1)]+..., 


Or^ 


2  \  m       1         //< 


et,  d'après   la    formule  de  Taylor  arrêtée  à  un  rang  convena- 
blement choisi, 


L(.--^U-    ' 


//(         inV-         >(  ni  —  0  j-' 


m  —  I         m        ni-        (ni  —  0  )3   ' 

d'où  ; 


3(m  —  Oj-'        2(/«  —  6)3 
On  en  déduit  comme  ci-dessus  que 

/i  restant  fini  quand  n  croît  indéfiniment.  Donc  B,  tend  vers 

La  méthode  précédente  permet,  par  une  généralisation  immé- 
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diate,  de  démontrer  le  fait  suivant.  Il  existe  une  suite  de  nom- 
bres A,,  A..,  .  •  .,  A.,,,  .  .  .  tels  (juc,  si  l'on  pose 

A,        Aj  A,,   ,         H., 

13/,  tend  vers  A/,,  quaiul,  /)  restant    fixe,  n  croît  indéfiniment. 
INuir  le  nu)ntrer,  il  sullit  encore  de  poser 

(!/„(«  »  =  o(«)—  \'n  —  C— . . . pf. 

On  a 

ni'      j^^  'I' 


)  —  '!//,(  m  )J. 


En  calculant  par  la  formule  de  Taylor  arrêtée  au  terme  en 
chacun  des  termes  dont  se  compose  la  différence 

on  constate  que  la  somme  de  la  série  ^  u„,    est    bien    d'ordre 

ri  -^  1 

égal  à   celui  de  — ^-   On  trouve     que    les  nombres  A|,  Ao,  ... 
Ap,  ...  se  déterminent  de  proche  en  proche  par  les  équations 

A,  —       =  o,  A 1  -i-  ■}.  Xi—  r.  =  f>,  . . . , 

•À  i 

A, --  c>  ,  A,^. . .--  c;;.î  A/,--. .  .-^  c;;-î  A„_,-  -  =  ... 

les  c  étant  les  coefficient?  binomiaux. 

Ce  serait  cependant  une  erreur  de  croire  que  la  série  de  terme 

général  U/,^   -^  est  convergente.  Elle  diverge  quel  que  soit  n, 

mais  possède  cette  propriété  que  si  on  la  limite  à  ses  p  pre- 
miers termes,  quel  que  soit  l'entier  fixe  p,  l'expression  conservée 
représente  sa  pseudo-somme,  'f  (n)  —  Ln,  à  un  infiniment  petit 

près  de  l'ordre  de On  donne   à  une   telle  série  le  nom  de 

développement  asymplotique  (  '  ). 

(  '  )  Voir  Leçons  sur  les  séries  divergentes,  Chapitre  I. 
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(A  lini  )  nous  était  imlispciisahle  pour  obtenir  une  formule 
d'ap|)roximation  de  la  fonction  1'  dont  l'intérêt  a  été  originai- 
rement de  réaliser  l'interpolation  des  factoriellcs,  ou  produits 
de  la  forme  y..).../!,  où  n  est  un  entier  positif.  C'est  tout 
d'abord  de  eos  factorielles  que  nous  allons  chercher  une  formule 
d'apjuoxinia  I  ion,  formule  d'une  «iraïub'  nlililé  dans  de  nom- 
breuses questions,  en  |iarl iculicr  dans  lanalyse  combinatoire 
des  grands  nombres. 
On  a 

Ln\=  Li^  La—...^  Ln. 

.  //  .  " 

Cette  somme  est  comprise  entre   /     hn  dn  et    /     l^ndn-\-  L/i. 

On  a 

/       I,  //  (lu  —//il,/?  l). 

Posons 

L/j!—  iuLn  —  i)  =  0(/j). 

8(n)  est  compris  entre  o  et  L/?. 

Cherchons  une  valeur  plus  approchée  de  0(/i).  On  a 

{){ Il  —  I  )  =  l.(  /*  —  n!  -  ( Il  —  I  )  L(  /j  —  I  j  -T-  (/i  -  1) 

=  \ji  n  —  ni  —  /j  L  //  —  L  n  —  {n  —  i  )  'm  ' \  -r-  (  n  —  i  ) 


Donc 


don( 


=  0  (  «  )  —  I  —  (  n  —  u  L  |i y 

U{  n)  —  f)(n  —  \)  = 1 


3  (  /i  —  0  )•'  ' 


-;,  étant  la  somme  des    n  premiers  termes  d'une  série  conver- 
gente. La  différence  'i(n) —     Ln  tend  donc  vers  une  limite  A. 
En   réunissant   tous  les   résultats   trouvés   et  en   complétant 
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ra|)|U(ixi  rn.i  I  iftil  romiiio  on  l'a  fail  pdiir  '^{n),  on  aurait 

'  I  ,        B        H' 

\.n  .  —  m  \j/i    -  I  )  —      1,//  -I-  A    • 1 » 

•2  n        «* 

ou  (Miliu 

I 

«  4-    - 

B      ir 

n        tt"- 

A  et  li  sont  des  constantes,  B'  et  B"  tendent  chacun  vers  une 
liiiiilc.  Nous  obtiendrons  ultérieurement  par  l'étude  de  la  fom;- 
liou  I  la  valeur  de  la  constante  e^  qui  est  égale  à  \/-a~.  Mais 
on  pourrait  la  calculer  |>ar  voie  élémentaire  en  utilisant  les  for- 
mules (|ui  ciinticniicnl  des  factorielles,  par  exemple  la  formule 
'de  Wallis. 

Euler  a  donné  de  la  fouet  i(ui  T  la  définition  suivante  : 

Via  )  =  1      e-'  X"-*  (l.r. 

Cette  intégrale  est  convergente,  relativement  à  sa  limite  supé- 
rieure'quel  <{ue  soit  (I,  et,  relativement  à  sa  limite  inférieure, 
si  a  est  positif  (si  a  est  un  nombre  complexe,  il  suffit  que  a 
ait  sa  partie  réelle  positive). 

Nous  utiliserons  cette  définition  pour  démontrer  l'une  des 
propriétés  fondamentales  de  la  fonction  V. 

On  a 

-7-  i  e-^j-")  ==  a  e~-^x'^^^  —  e-^x". 

En  intégrant  entre  les  limites  o  et  x,  il  vient 

«j  =  a  Via}  —  V( a  -h  i) 
OU 

r(a  -i-  1  )  =  a  V( a  ). 

Cette  égalité  nous  donne  les  valeurs  de  T  pour  les  valeurs  en- 
tières de  la  variable.  On  a  en  effet 

r(i)  =  /     e-^  dx  =  I. 
'  (I 
Donc 

r ( rt  -f- 1)  =  •>..)... /i . 
pour  n  entier. 


9»  (  I1VIMTKI-:     IV. 

Colto  fi)nnulc  rattache  la  fonction  l"  aux  factoricUes  et  permet 
irutiliser  pour  son  calcul  la  foimule  d'approximation  trouvée 
plus  haut  pour  n  ! 

Gauss  a  envisagé  cette  fonction  comme  la  limite  d'un  produit 
infini.  Le  j>roccdc  d'interpolation  utilisé  par  Gauss  se  généralise 
aisément  : 

Soit  une  expression  de  la  forme 

'f  t,  I  )  -H  o  (  2  )  — .  .  .  -t-  9 (  .r  )  =  s  (  .r  ), 

.r  étant  un  nombre  entier.  Supposons  (jue  la  fonction  '-s (a;)  soit 
définie  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  On  a 

S(  J-)  =  ç(i)  -(-  o(-2  )-!-...  -i-  !5(  «  -H  .r  )  —  ç(a~  -h  I  I  — .  .  .  —  ç.i  /•  -^  n) 
=  'i (  I  )  —  ti (  X  H-  I  )  -r- .  .  .  —  oi  n  )  —  o(.r  -~  n  ) 

-K  'i  (  «  -+-  n  —  'i  (  n  —  2  )  -i- .  .  .  -^o  (  /i  -i-  .r  ), 

quel  que  soit  n.  Supposons  qu'on  sache  trouver  une  expression 
asymptotique  jiour  n  =ji  de  la  somme  composée  de  x  termes 

ç  ('  n ,  3-  )  =  'i  C  «  -t-  I  I  —  '9  (  n  -t-  2  )  -!- .  .  .  -t-  '^  (  /i  -I-  .r) 

et  soit  y  {n,  x)  cette  expression  qui  ne  difière  de  '-p(n,  x)  que 
par  une  quantité  tendant  vers  zéro.  Si  y  (n,  x)  est  une  fonction 
définie  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  nous  avons,  en  posant 

n 


Hix) ^  I i 


^«(-Tj-H// 


n.x)    , 


pour  toutes  les  valeurs  entières  de  x.  Mais,  d'après  les  hypothèses 
faites.  -„  et  y  sont  des  fonctions  définies  pour  toute  valeur  de  x. 
Le  second  membre  qui  converge  pour  toute  valeur  entière  et 
positive  de  x  définit,  dans  tout  son  domaine  de  convergence, 
une  fonction  de  x  qui  se  trouve  réaliser  l'interpolation  de  la 
fonction  S  (x)  donnée  pour  x  entier. 

Les  hypothèses  que  nous  avons  successivement  introduites 
dans  cet  exposé  se  trouvent  probablement  vérifiées  dans  tous 
les  cas  usuels. 

S'il  s'agit  d'interpoler  un  produit  y  (  i  )  y  (a),  .  .y  (a;),  il  suffit 
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de  poser  » 

ç(.r)  =  log/_(  jr), 

pour  se  placer  dans  le  cas  précédent. 

I)(''siji;nons  j)rovisoirenient  par  ri(.T)  la  fonction  de  Gauss. 

Nous  monlreroiis  iillérieurenienl  ridoiilitéde  I'(a;)etde  \',{x). 

On  a,  pour  .v  entier, 

l\( X )  =  j./i. .  j  X  —  I  ); 
d'où 

„  I .  V. .  3 . . .  /« 

I  I  (  .r  )  =  (  //  -h  I  )  (  «  -f-  2  ) .  .  .  (  «  -t-  .r  I. 

.r(a:  -H  I).  . .(  J-  -H-  /<  ) 

Ur,  le  rapport »  x  étant  un  entier  détermine, 

tend  vers  i  quand  n  croît  indéfiniment.  Donc 

1  ,  ( ./  I  =  liin  /i^ . 

C'est  la  définition  de  Gauss. 

Je  dis  que,  quelle  que  soit  la  valeur  fixe  donnée  à  r,  le  second 
membre  tend  vers  une  limite.  En  eiïet 

«t  =  e''" 

peut  être  remplacé,  à  un  facteur  près  tendant  vers  i,  par 

.,(  i-t-i  +  ...4-l_(:) 

..  i  ri  ■ 


d'où 


1  ,  (  .r  )  =  1 1  m • e 

n-  X  ^  3-  ^  \  .r-H/i 


D'après  la  définition  de  la  valeur  d'un  produit  infini,  ceci 
équivaut  à  écrire 

x\    - 


=  e'-'  .r     I 


r  1  (  ^'  )  \       1 


-)^"'('-7)^~^---('-^?)^""-- 


Je  dis  que  ce  produit  converge  pour  toute  valeur  réelle  ou 
complexe  de  x.  Pour  une  valeur  de  x  entière  négative,  la  valeur 
du  produit  est  zéro.  Pour  toute  autre  valeur  déterminée  de  x, 
la  série  des  logarithmes  des  facteurs,  à  savoir  la  série 


<)•> 


OM    JO    (MIOISIS    polir    // 
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Wr' 


esl  telle  (|uc  /j-|i/„[  leiul  pour  n  intini  vers  la  liinilc  — ^> 
et  |>ar  suite  est  convergente. 

Le  produit  infini  converge  donc  pour  toute  valeur  de  x. 
Je  dis  ([u'il  est  uniforniénient  convergent  dans  toute  aire  Unie. 

Prouvons  d'abord  (|u'étant  donné  un  contour  déterminé  C, 
si  z  est  un  nonihre  i)ositif  arbitrairement  petit,  il  est  possible 
de  déterminer  n,  tel  (jue  le  produit  des  facteurs  qui  suivent  le 
»,"""■  soit  égal  à  e^,  arec  |  a  |  <^  î  dans  toute  l'aire  limitée  par  C. 

En  effet,  soit  R  le  rayon  d'un  cercle  ayant  pour  centre  l'ori- 
gine et  contenant  à  son  intérieur  C.  Soit  Ji„  un  entier  supé- 
rieur à  ^R.  Envisageons  le  produit  formé  par  les  termes  de 
rang  supérieur  à  n„-  H  est  possible  de  déterminer  un  nombre  m„ 

tel  que,  pour  n  ^  n[^,  n-  j  u„  [  <^  R-,  puis({ue  n- 1  u„  |  tend  vers  — — 

Or,  la  série  —  étant   convergente,  je  peux  déterminer  n,^  n'^ 

tel  que,  pour  ni,n,, 


V  \^ 


R-^ 


Avec  cette  même  hypothèse  n-lris, 

V|„^j<-ç  etliiial.MiieiU  rTl'"'""')^     "  =  e^ 


avec 


^I<£, 


dans  tout  le' cercle  de  rayon  R. 

Cela  étant,  si  l'on  suppose  i  inférieur  à  L  2,  d'après 


on  a 


n 


< 


Yi  X) 


<-i 
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Le  troisiriuo  iiictiilnr,  //    «''liiiil   fixe,   osl  le  |ti'(»(liiil  d'un  |hi1\ - 
nome  par  iiiir  cxponenlicllc,  donc   inio   f(Micli(»ii   cfiiiliiiiK'   <|iii 

possède  un  niaxiininn    —  sur   le   cercle    de   rayon    K. 


I  )onc, 


II./- 


-    <;;  •     el    I  I  "C  M,   pour   n  >  n, 


l)()nc,  pour  7(  su|)cricur  à  «i, 


l(./ 


Il    11(11     )  =  ll  — 


I         «  -t- 1 


<'sl  inférieur  en  module  à  M  (e- —  i  )  qui  est  un  nombre  arhilrai- 

reincnt  polit. 

« 

Donc,  la  suite  de  fonctions  I  I  converp:e  uniformément  vers 

1 

dans  toute  aire   finie. 

I  (  ./•  I 

Donc,  — — ;-  est  partout  holomorphe.  C'est  une  fonction  en- 
tière. 

Nous  allons  montrer  l'identité  des  deux  fonctions  V (a)  et 
r,  (a)  pour  a  réel  et  positif.  Si  l'on  admet  que  la  fonction 
d'Euler  en  tous  les  points  où  elle  est  définie  est  le  prolongement 
analytique  des  valeurs  qu'elle  prend  sur  le  demi-axe  réel  et 
positif,  il  en  résultera  l'identité  dans  tout  leur  domaine  com- 
mun d'existence  des  deux  fonctions  1'  et    1',. 

On  a 


a 


Remplaçons  a  par  a-\-  i   et  retranchons  membre  à  membre. 
11  vient 


H\  —  .r  )  cl.r  = 


(li  (t  -f-  \  t 


Remplaçons  fl  par  a-\-  i  et  retranchons  membre  à  membre, 
C   .r"->(i  — 


.r  (-  (/j- 


a  {  a  -r-  \  )  {  a  -r-  ■>.  j 


()î  «iivpmiK  IV. 

On  niontrorall  par  Vdlo  de  rrciirrcnoc  la  validité  de  la  relation 


;     .»•"-"  (  I    -  .r  )"  <It  = 

,1^  (i{a  -^i)..Aa  -^  II) 

La  défitiititiii  ilc  Gauss  équivaut  donc  à  la  suivante  : 
r,(rt)  =  liiii  // '    /     ./•'    ^{\       xy<cix. 

11=  X         .   „ 

,,    .  r 

raisons  .î  =  —  • 

II 

Je  dis  que  l'intégrale  qui  figure  au  second  memlire  tend  vers 
I     e    'y"    '  dv. 

En  elTet,  donnons  à  a  une  valeur  déterminée  que  nous  lais- 
serons fixe.  Soit  £  un  nombre  positif  ari)itrairenient  petit  et  fixe. 

l^uis(|ue   l'intégrale    /      y"    'e~'  r/r  a  un   sens,  je  peux  trouver 

un  nombre  A  tel  que 

/       y"  ^e   y  (h   <  t. 

>-  A 

N'envisageons  que  les  valeurs  de  n  supérieures  à  A-.  On  a 

•    Il  '  •    (1  ♦-  A 

Or,  puisque  r  reste  dans  son  intervalle  de  variation  inférieur 
à  n  on  a,  d'après  log(  i  —  'J-)  ^  ,,;  -si   a<C  i , 


e  "  =  e  "-^} 


Don( 


-^  l         Y  ■  " 


<i. 


Le  premier  membre  décroît  cjuand  y  croît,  en  restant  inférieur 
à  n.   Donc,  si  j  =A,  le  premier  membre  est  supérieur  ou  égal 
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>      --Z-  ■  '  /  y    "  /•* 

àe    "    '\  Doiu^,  le  rajjpoiL  (It.'  /    .)"'(•  —  —  )   dy  ii  /     )"    'e  ■♦(/)' 

est  compris  entre  e  "  *  et  i.  Quand  n  croît  imlcTininicnt, 
A  étant  laissé  lixe,  ce  rapport  tend  vers  i.  Donc,  la  première 
de  ces  deux  inté^ïrales  tend  vers  la  seconde  et  il  est  possible  de 

ilrtrrmiiuT  un  iiomlui'  // ,   tri  i|iir\  pour  n'^n,, 

-,  A  .A  ,  ,  ,    „ 

o<    /      y"-ie-?t/y—  I      )'.    '(i  — —  )    r/y-Ci. 

•     0  «-    0  ' 

l)";iillcurs,  d'après  (i  —  —  )    <Ce"'', 

f  -'""^'  (  '  ■"  7;  )""'-''  ■<  f  •^"  ' ^"^  '^y<f  y"  ''^  ■' '^y  <  ^■ 

Donc 

o<   Ç    r"-'e  >(ly—  I    7"-'(i-  •-\"c/y<i 

et,  par  suite,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  surpassant  n,, 

"  <  /    y"-'  >'  ■''  'ly  -  /   y"  'y—-)'fiy<  2  -■ 
•-'0  •  0  ^         ' 

Le    nombre    t    ayant    été    choisi    arbitrairement    petit,  ceci 
exprime  que 

/    \y"    --    '7,=li,M     f   ya-^L^l.\\ly 

•     Il  II  r=:x  ,  '  \  Il  / 

ou 

Via)  =  Fi  (a), 

pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives  de  a. 

La  définition  de  Gauss  va  nous  permettre  de  démontrer  la 
seconde  propriété  fondamentale  de  la  fonction  V.  On  a 


I"  1  ^/  n' (  I  —  a  \        —  a  V i  a}V i  —  a  ) 

=  "lï(-';9)- 


9'»  «IIM'ITIIK    IV 

Donc 

En  |iarticiilier 


.•(■>>- 


Du  déveltipjteiiient  clonm''  par  (lauss  de  la  fonction  T,  on  peut 
en  (li'iluirc  d'autres  iinjiortants. 

Tout  d'abord,  si  nous  dévelojipons  en  série  de  Maclaurin  le 

losarillnne  île  eliacun  des  facteurs  du  iiroduit le  déveloi»- 

j)enicnt   est   valable   ]iour   toute  ^■aleur   de  .r  telle  (|ue   |  .r  '  <^  i . 
On  a 

/  .r  \         .r  ./••'  .r^  .tI' 

'"  '  n  '        /:  7  // -  i  //  '  /'///' 

lotT loii.r    est    une    fonction    de   .r    liolomornhe   autour 

de  rori<:ine  dans  le  cercle  de  rayon    i.  Chercbons  son  dévelop- 

jienient  en  série  de  Maclaurin.  Je  dis  que  la  série  double  ^  u 

I 
est  absolument  convergente,   pour   |.r[<Ci.   Posons  j.rj  =  r,  et 
remplaçons  dans  la  série  double  chacjue  ternie  par  son  module. 
Il  nous  suffira  de  trouver  un  ordre  particulier  de  sommation 
tel  que  la  série  des  modules  soit  convergente.  Cette  série  est 

Sonimons-la  dans  l'ordre  indiqué  par  les  indices  des  signes  ^  . 
On  a 

.À^  nul'  \  Il  II 


Or,  la  série 


P' 


V 


\^--^i'-~}\ 


où  r  <'i ,  est  convergente  et  égale  à  — log  —r. Cr.  La  série 

double  ^  u„  étant  afjsolurnent  convergente,  on  peut  effectuer  sa 
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sommation  en  choisissant  un  ordre  arbitraire  pour  les  termes. 
On  a  donc 

1  1 

Je  dis  (ju'on  a 

i  { x)  X       ^^  \n        X  -k-  n  J 

1 

et 

(I-  1  X'' 


/.r^      ■->      V     /         j,ï        .^  (  X  -^  «  /- 
1 

La  série  qui  figure  au  second  membre  de  (>. )  est  absolument 

convergente,  puisque  le  rapport  de  son  terme  général  à  —  tend 

vers  +1.  La  valeur  de  ce  rapport  montre  qu'elle  est  unifor- 
mément convergente  dans  tout  domaine  ne  contenant  pas  de 
point  réel  entier  négatif.  lien  résulte  que  le  second  membre 
de  (  I  ),  qui  se  déduit  de  la  série  (2)  en  intégrant  terme  à  terme, 
est  aussi  une  série  uniformément  convergente  dans  le  même 
domaine  et  que  le  second  membre  de  (2)  est  sa  dérivée.  Le 
second  membre  de  (  i  ),  étant  une  série  uniformément  conver- 
gente  dans   le   domaine  énoncé,  y  représente  la  dérivée  de 


log  V{x)  =  —  Cx  -+-  los 2,  ^^'- 


Les  égalités  (1)  et  (2)  sont  donc  bien  exactes. 
L'égalité  (  i  )  montre  que 

r(,)=_c.    . 

Nous  allons  maintenant  établir  la  formule  d'approximatior» 
de  y  (a)  quand  a  est  un  grand  nombre  positif.  Posons 


logri 


a  )=  (o  —      j  lo'^a  —  a  -f-  'i ( rt 


Nous  savons  que    f  (a),  quand  a  croît  par  valeurs  entières, 
tend  vers  une  limite.  Nous  allons  montrer  que,  si  a  tend  vers 
+  oc  d'une  façon  arbitraire,  -(a)  tend  vers  cette  même  limite. 
K.  n.  7 


«r8  «iiAi'iTun  IV. 

En  effet,  soit  a  ^  p -\-  i — /,   y.  étant   un  nombre  positif  infé- 
rieur à   1. 

Formons  'f  (a).  On  a  cral)orcl 

logr(/'  -4-  I  —  3t  )  —  Idi^r^^  —  a  )  —  \o'j.(p  —  a  ) 

/'  —  ^  \      />  --  ^ 


=  —  G(  »  —  a)  —  "N 


In,        , 


Or 


et 


,„,(,^z^'^  =  ,.,,,,..^)_,„,(,_-^) 


105  (  I 


n  -r- p        ■i{ri  -^ />  —  'I  j- 

(0  <  I  cl  a  forliori  0  <i,i. 
Donc 

\o^T(p  -f-i—  a> 

=  _C^^Ca-Vr,o,(,_^)-/^ i^^i^ !-_-]. 

En  faisant   a^o  au  second  membre,  il   reste  logr(p+  1); 
nous  pouvons  écrire 

lug  r(  />  -t-  I  —  a  ) 


C--V 


/i        a  -^  p  j 


=  ïogri/'-^i) 
D'autre  part 


.-^V 


•2  ^  (n  —  p  —  0  /- 


(/>^i}  +  a. 


Nous  savons  que  'f  (75+  '  )  tend  vers  une  limite  quand  p  croît 
indéfiniment.  Il  suffit  de  prouver  que,  si  a  varie  d'une  façon 
quelconque  entre  <>  et  1 ,  '^  [p  +  1  —  'j)  —  '^{p  +  i  )  tend  vers  zéro 


avec  -  •    Cette  différence  est 


jL^^  n        n    -  p  ' 


(/'-i, 


p^-i  —  H 


] 


y 


{ /i  -T-  p  --  h  y-      p  -;-  i  —  0 
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Evaluons 

^\n        n    -p] 

n  =  l 

La  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  série  est 

Il  II  I 

I       2        '  '      /'       //  —  I  II  —  p 

Quand   n   croît  indéfiniment,   cette   somme    tend   vers 

I  I 

I  -: h. . . > 

■>.  p 

qui  est  par  conséquent  la  somme  de  la  série.  Le  coefficient 
de  7.  devient 

'  '      •'      "'"  p)       '^^'^^     p  —  i)      p-^i  —  d 

expression  qui  tend  vers  zéro  avec  -■  Etant  donné  un  nombre 

positif  t  arbitrairement  petit,  il  existe  donc  un  nombre  pt  tel 
que  l'inégalité  p^p,  rende  le  coefficient  de  y.  inférieur  à  r  en 
valeur  absolue. 

Le  coefficient  de    a-   tend  aussi  vers  zéro.   Car,  d'une  part, 

tend  vers  zéro  et,  d'autre  part, 

V 


.^  (  n  -i-  p  —  0  )^     '  .a^  n- 

La   série  —  étant  convergente,  le  second  membre  de  cette  iné- 

galité  tend  vers  zéro.  Il  existe  donc  un  nombre  p^,  tel  que  l'iné- 
galité p^pi  rend  le  coefficient  de  a-  inférieur  à  £  en  valeur 
absolue.  Si  p  est  supérieur  au  plus  grand  des  deux  nombres 
p,  et  p<,  on  a 

I  'j.  I  />  —  I  —  a  »  —  o  (  /y  -i-  I  I  j  <  aï  —  y.-  £  <  2  î. 

La  différence  '^(p+  i  —  a)  —  '^(p4-  ')  tend  donc  vers  zéro 
avec  -!  quelle  que  soit  la  façon  dont  varie  a  entre  <>  et  i,  et 
par  suite  '■p(a)  tend  vers  une  limite  quand  a  croit  indéfiniment. 


mo  CHAPITRE    IV, 

Calculons  cette  limite.  Posons 


On  a 
Soit 


Faisons 


Via)e" 


—  il 


<>(«). 


A  =  lim  '\>{a). 


(a-^r-i)       - 


?  /' 


^(/.-i 


>.p  —  I  \ /' 


■>.p  - 1 


Multiplions  membre  à  membre  les    diverses  égalités  obtenues 
en  remplaçant  clans  celle-ci  p  par  i ,  2,  .  .  . ,  p  —  1 , 


Comme 


1 
\  =  i/r:  lini  -— î • 


Or.  on  a 


3 .,...( -2/,  -  I  )  =  -^  =  — !^ ■ '-  =  -x       ^pi'e-P[  I  ^  'x'I, ) 


''/' 


avec 


■il'/)''^  -C-/'  A(  I  -^  3(/,j 


lim  a,,,  a'    a"  =  o. 


Donc 

1         1 

A  =  \i-  lim  '- =  v/27:; 

''"*  tJ>  pv  e^- 
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donc 

lirn  o(  a  )  =  log  \^-i~  , 

Voici    une    autre    méthode    classique    permettant   d'obtenir 
'.5 (a).    Elle   est   fondée   sur    la    considération   de    l'intégrale   de 

Raabe 

^  «  -t- 1 
i(a)=    I  log  V{.r)dx 

*-  ti 

et  sur  la  remarque  que  si  '-s (a)  tend  vers  une  limite  pour  a  infini 
-,/i-t-i 

/  's{x)dx  tend  vers  cette  même  limite,  puisque  cette  inté- 
grale est  égale  à  'w(a'),  a'  étant  un  nombre  compris  entre  les 
limites  d'intégration  a  et  a  +  '•  Calculons  J  (a).  On  a 

J'(a)  =  log  V(a  -T-  i)  —  loj,'  Via)  =  loga. 

En  intégrant, 

J(  a)  =  a(  log  a  —  i)  —  B, 

B  étant  une  constante  dont  nous  aurons  la  valeur  en  donnant 
à  a  une  valeur  particulière.  Faisons  a  =  o. 

15  =    /     Io<^V(x)cIt. 

•   0 

Faisons   le   changement  de  variable  x=  i — t,  en  rétablissant 
ensuite  à  la  place  de  t  la  variable  d'intégration  .r.  Il  vient 

-,  1 
B=  /    log r(i  - xj f/r, 

•-  0 

1  1  -,  1  — 

■j.\i=    I     \oi;[T(x)V(\  —  x)]dx=l     ^'^'éZ[^'^-^- 

•    0  «-0 

2B  =  log- —    /     \o^s'\nT.x  dx. 

t 

/     lo^sinr.x  dx  =  1   j     \oQs'iu-xdx=    1     log  sinr  —  f/./- 

(  X  =  1  —  t). 


d'où 


Donc 


Or 


li.tf  CIlM'ITHi:    IV. 

En  changeant  dans  la  dernière  .r  en  i  — x, 


d'où 


/     lu:;  siii  r.7"  f/j:  =^    /      Itiu  cos— —  </j- 


/      Iti^  siii -.r  </,r  =:    /     lo;^  sin -— ^.?- —    /     luj;  cos  —  </j' 


i. 


^    /'   In^sin 


-T  clx  —  lotrx. 


Donc 


donc. 


ou 


/      luj;  siii  -. 


d.r  =  —  lotr  i  : 


et  finalement 


»B  =  logJtr: 
J(a)  =  a(loî;a  —  i)-f-log  y/Tr:, 


Nous   allons    maintenant   calculer   une    expression   de    J(a) 
au  moyen  du  développement  asymptotique  de  logr(a;).  On  a 

J(a)=    /  o(x)dT-h-    f  (.r )\ogxdx  —  xdx, 

J(rtJ=      /  o{x)dx^-\   lOgJ" ; ! ) 


Dans  la  partie  intégrée  au  second  membre  nous  remplaçons 
log (a  +  I  )  par  loga  +  log {  \  -\ j •  Nous  développons  ce  der- 
nier terme  suivant  les  puissances  croissantes  de  -  (la  série  con- 
verge  pour  a^i)  et  nous  ordonnons  le  résultat  final  suivant 
les  puissances  croissantes  de  —  •  Il  vient 


I 
12a 


Ma  )  —    I  9 ( ^ )  f^^  -f-  a  lo g c/  —  a 

Les  termes  négligés  formant  une  série  entière  en  ->    7   — — ^' 
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L'expression  obteniio  préortleniiucnl  pour  J(a)  nous  donne 


,  /l  -4-  1 


Les  A,,  sont  des  nombres  fixes  et  la  série  qui  figure  au  second 
membre  converge  pour  a^  i. 

Il  résulte  de  là,  comme  nous  l'avons  vu,  que 

lim  '^(  a)  =  Ing  y/v.-. 

A  l'aide  de  l'égalité  (i)  nous  pouvons  déterminer  une  suite 
de  nombres  C,,  C^,  .  .  .,  C,,,  .  .  .  tels  que,  si  l'on  pose 

o(a)  =  lug /^^-  ^  -  ^ -. .  .-f-  îi^  +  ^, 

C^  tend  vers  C,,  quand  a  croît  indéfiniment,  p  étant  laissé 
fixe.    Mais,  comme   dans  un  exemple   rencontré   plus   haut,   la 

série  ^  — '  n'est  convergente  pour  aucune  valeur  de  a:  cepen- 

1 

dant,  si  on  la  limite  à  un  terme  quelconque,  mais  fixe,  la  va- 
leur approchée  ainsi  obtenue  pour  '-:>(«) — log^  st-  en  diffère 
d'une  quantité  qui,  lorsque  a  croît  indéfiniment,  est  infini- 
ment petite  par  rapport  au  dernier  terme  conservé.  Cette  série 
est  donc  de  celles  que  nous  avons  dénommées  développements 
asymptotiques. 

Le  développement  de  '-^ia)  permet  de  calculer  avec  beaucoup 
d'exactitude  V (a)  pour  les  grandes  valeurs  de  a,  les  valeurs 
entières  étant  particulièrement  intéressantes.  La  valeur  obtenue 
est  d'autant  plus  approchée  que  a  est  plus  grand.  On  a 

ï{a) 


î(a)  étant  une  quantité  infiniment  petite  avec  —  et  qu'on  peut 

déterminer  à  tout  ordre  infinitésimal  près  donné  à  l'avance. 
Mais  il  faut  remarquer  que  si  l'erreur  relative  commise  sur 
r(a)  lorsqu'on  se  borne  à  la  valeur  approchée  écrite  ci-dessus 
est    infiniment    petite    et    d'ordre    aussi    petit    qu'on    voudra 
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l'erreur  absolue  commise  sur  V{a)  est  infiniment  grande  avec  a; 

car,  si 

Iogr(a)  =  0(rt)-l-  r,, 

Y,  étant   un  infiniment  petit  d'ordre  p  déterminé,  aussi  élevé 
qu'on  le  voudra  relativement  à  a,  on  a 

/  r         t2  \ 

n  a)  =  eO'"~e^-=  e^'"  (in-  --(-  —  -+-.... 

\  1         •'.  / 

L'erreur  absolue  commise  sur  Y  [a]  est  du  même  ordre  que 
y^e''^"',  et,  comme  0(a)^a,  l'erreur  absolue  commise  est  supé- 
rieure à  —  •  Elle  est  infiniment  grande,  quel  que  soit  le  nombre 

(II'  ^  '  ^         * 

supposé  fixe  de  termes  pris  dans  le  développement  de  '-p(a). 

Aussi,  au  contraire  de  ce  qui  avait  lieu  avec  logr{a), 
n'obtenons-nous  pas  pour  F  (a)  un  développement  asympto- 
tique. 

La  croissance  des  fonctions  entières  comparée  à  celle  de  leurs 
zéros.  —  Les  résultats  qui  précèdent  permettent  de  déterminer 
l'ordre  de  grandeur  maximum  de  la  fonction  entière 


f-? 


e 


V{x)  n 

pour  une  valeur  donnée  r  du  module  de  x.  On  a 

I  siiiTT.r 


r  (  X  j  r  (  I  —  X) 


Donc 
Si 


V  {i  —  X) 


(i-'9 


r   - 


Donc  7: j  pour  certaines  valeurs   négatives    de  \x\,  est  de 

1  (  J-)     *  °  '     ' 

l'ordre  de  grandeur  de  |a;|l''.  C'est  là  un  résultat  très  intéressant 

si  on  le  rapproche  du  fait  que  le  produit  des  deux  fonctions  en- 
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tières  7: et esl    de    l'orilre    de    grandeur    de  e"'*'. 


d'après  sin-.T:= 

Ainsi,  le  produit    I  I  [1 ]^"  a  son  module  maximum  (pour 

I  X  I  constant)  de  l'ordre  de  grandeur  de  e^'  '  ',  tandis  cfue  le  pro- 
duit obtenu  en  {)renant  seulement  une  partie  des  facteurs,  ceux 
définis  par  n^o  (ou  par  n<!o),  représente  une  fonction  d'un 
ordre  bien  supérieur,  celui  de  |:r|l''. 

La  propriété  du  produit  sin  -x  de  pouvoir  se  décomposer  en 
deux  produits  croissant  chacun  plus  vite  que  le  premier  est 
tout  à  fait  exceptionnelle  pour  les  produits  infinis  dans  lesquels 
le  facteur  de  rang  n  dépend  d'une  variable  t  et  qui  représentent 
une  fonction  entière  de  t. 

Ce  fait  ne  se  présente  pas  pour  les  produits  infinis  convergents 

de  la  forme/(f)  :=  j  I     I  +  — —  L    où    'f(n)  est    une    fonction 

I 
positive  croissante  de   n.   Nous  allons  étudier  ces  produits  au 
point  de  vue  de  leur  croissance  relativement  à  t. 
Examinons  tout  d'abord  le  produit 


\T..r 
■.X 


n(-s)=^ 

1 

Posons  X  =  iy.  Il  vient 

y-\        e~y — e-~y 


1 


n 

ou,  si  )  -'  =  t, 


II 


n- 


<..wi 


Donc  la  fonction  de  /,   FT    1  +  ;: '  où  o  {n)  est  d'ordre  2 

1 

par  rapport  à  n,  est  par  rapport  à  t  d'ordre  co  X  (  '  ]• 


loli  CIIAI'ITHK    IV. 

D'une  façon  générale,  je  dis  que,  si  '^{n)  =  7}^(a^i  pour  la 

convergence),  l'ordre  de  log  /"(<)  par  rapport  à  t  est  é^ral  à  -• 

l'^n  elTet.  h  étant  un  entier  quelconque,  déterminons  u/,  par 
les  conditions 

/j^_. /<»/<(«/, -f- I  i^f         |Mnir  /i^i, 

"h  4    1 

et  soit  n„=  <>.  Nous  avons,  en  posant  P/,  =  1  |  ^  '  "i"  ~)' 

Or,  si 

avec  h  ^  o 

(  t    ^  t 


{Il  —  11^/  n'^  h'-t 


l'égalité  ne  pouvant  avoir  lieu  que  pour  /i  =  n/,+  ,. 

P/,  contient  n/,^,  —  n^,  facteurs,  c'est-à-dire  un  nombre   qui 

l  d'après  n/,  =  ht^  -\-  0/  diffère  d'une  unité  au  plus  de 
Donc 


//  —  I  i^t 


i'^-- 1 


<•-'.<  f'-p)"*'- 


Évaluons  P„. 

Si  n^n,,  n^St;  donc 


/ 

/         t 

7^<'- 

n^  -     n^ 

l'égalité  ne  pouvant  avoir  lieu  que  pour  le  dernier  facteur.  Le 
nombre  de  facteurs  est  à  une  unité  près  t^.  Donc 

1\,<'2". 


I  .  ' .  .  .  /t]  '^  (  I  .'-...  /«i  ;''' 


Évaluons  le  premier  membre.  D'après  i*=  n,  -(-  0,  le  numé- 
rateur est  égal  à   (ni+  ^)^'*',  qui  a  pour  valeur,    à  un  facteur 
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près  tendant  vers  i,  (/«,'  e'')'-^.    Le  proiiiior  nienilirr'  «si  donc  égal 

à  (  "'",  ■  \^  ou.  d'îiitirs  les  l'oiimil<-s  d'à  iiproximalinii  de  la  fanc- 
'    /<  I  .    '  ' 

a 
tion  I',  à  e="'iX/i,   ' ,  à   un   lailnir    liiii   [très.   Donc 

1 
l'o  =  e'"\ 

h  étant  un  nombre  dont  les  limites  extrêmes  d'indétermination 
pour  t  =  x  sont  comprises  entre  a  et  y. -\-  log'-^. 
D'ailleurs 


II 


M"'     lîC' 


/t^ 


.A') 


Les  produits  infinis  situés  aux   membres  extrêmes  sont  •—  et 
/(.).  Donc 

k  ayant  îles  limites  extrêmes  pour  t  infini,  certainement  com- 
prises entre  log  /"(  i  )  et  log  /"(  i  )  — logy.  Donc  enfin 

1 

le  nombre  h-\-k  ayant   ses  limites  extrêmes  non  extérieures  à 
l'intervalle 


lu-  /■<  1—1. 


a  —  Ioir/(l  j  +  I0J 


Ceci  démontre  la  proposition. 

Voici  un  autre  procédé,  d'intérêt  assez  général,  permettant 
d'avoir  avec  beaucoup  ]>lus  de  précision  le  développement 
asymptolique  de  log  /"(ï).  On  a 

1 
Or,  cette  somme,  comme  nous  l'avons  vu  souvent,  est  égale  à 

/      los;  (  I  H ]  (/n  -^  i)  lo"(  I  -i-  /  ). 


loS  ciivi-mii;  IV. 

Nous  allons  évaluer  la  première  intégrale.  Nous  remarquons 
pour  cela  que 

a  un  sens  et  que 

est  de  l'ordre  de  grandeur  de  log  t.  Car 

Donc, 

est  dans  un  rapport  fini  avec  log  t,  quand  t  croît  indéfiniment. 
Donc,  logy(f),  à  un  terme  de  la  forme  h\ogt  près,  h  étant  fini, 
est  égal  à 

Posons 

L'intégrale  précédente  devient 

t^  I  lo£î(i  -^  u)  u    *       du. 

I 
L'intégrale  définie  qui  multiplie  P  a  une  certaine  valeur  déter- 
minée J(?-).  On  a  donc 

log/(0  =  J(a)^*-+-/ilog/, 

h  étant  un  nombre  fini  (si  f^u). 

Notons  en  passant  qu'il  est  possible  de  démontrer  que  la 
valeur  de  log/'(f)  est  donnée  par  cette  formule,  dans  tout  le 
plan  de  la  variable  imaginaire,  si  l'on  néglige  dans  /{t)  le  facteur 
dont  le  logarithme  a  sa  partie  réelle  la  plus  grande  en  valeur 
absolue. 


AI'I'I.ICATIONS    ANAI.VH(,iti;.S.  I()(| 

La  valeur  de  J  (a)  est  aisée  à  obtenir.  Int('';Trons  par  parties 

I 

r  11=°  ~ 

r  _ i  r"  u    ^ 

J(a)  =  —      lo-(i  -+- fO"     *    0  -f-   /       du. 


La  partie  tout  intégrée  est  nulle,  |)arce  que  u  *  logu  tend  vers 
zéro  avec  -•  el  (jue,  -  étant  intérieur  a  i,  au  voisinage  de  zéro, 

la  fonction  entre  crochets  est  comparable  au  *  et  par  suite 
est  infiniment  petite.  Donc,  J(a)  se  réduit  à  la  partie  non  inté- 
grée. Posons 


il  vient 


I 
I  -f-  «  = 


J(a)  ==    /     (I  — f)     *v*        ih- 


Or^  on  démontre  que  l'intégrale   /     (i  —  <>')p    '  ^'/' rfe  est  égale 
a  — — —  •  Ln  faisant 


il  vient 


I  I 


(2) 


La  formule  complétée  devient  (') 


sin  - 


Si  maintenant  'f(«)  reste,  jjour  n^n,,,  compris  entre  An*^ 
et  Bn'-*,  A  et  B  étant  deux  nombres  fixes  tels  que  A<CB,  on  a, 
pour  n  >>  n,i, 

^n),       ,    ,     (-1) 


?<") 


(')  T'oir  l.iMir.L  >r,  Mériioire  aiir  les  fondions  entières  de  genre  fini.  p.    iy 
et  suiranlcs. 
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Les   tenues   de   rang  inférieur   à   »„   forment   un   polynôme 
Donc,  le  rapport  'l'{t)  =  — ^^^ — p  a  ses  limites  extrêmes  d'indé- 


(^ 


termination  certainement  comprises   ilans  1  intervalle —j- a  — ly* 

Donc,  si  'w(n)  est  d'ordre  é<fal  à  a  relativement   à  n,  \ogf{t) 

est  d  ordre   eMl  a      <  relativement   a  t.  bi  - — —  tenu  vers   une 

iimite  C,  les  nombres  A  et  B  du  cas  précédent  peuvent  être  pris 
aussi  voisins  de  C,  et  de  part  et  d'autre,  (jue  l'on  veut.  Donc 

i'{t)  tend  vers  — p- 
C* 

Si  le  rapport  ^ a  deux  limites  extrêmes  d'indétermination 

M  et  m  pour  n  infini,  les  limites  extrêmes  d'indétermination 
du  rapport  •}'(0>  pour  t  infini,  ne  peuvent  être  extérieures  à  l'in- 
tervalle — j^  à  — j--  La  plus  orande  est  d'ailleurs  égale  à  — -• 

Enfin,  si  '-^{n)  est  d'ordre  (7.)  relativement  à  n,  log /(f)  sera 

d'ordre   (-)  relativement  à  t.  La   croissance  régulière  de  '^(") 

relative  aux  ordres  arithmétiques  a  (a  a  été  supposé  supérieur 
à  un),  entraîne  la  croissance  régulière  de  / (t)  relativement  aux 

ordres  (o  X  -•  Si  l'on  envisacre  des  zéros  non  plus  tous  réels  et 
a 

négatifs,  mais  d'arguments  quelconques,  l'énoncé  subsiste  en 
considérant  /{f)  comme  le  module  maximum  de  la  fonction 
entière  sur  le   cercle   concentrique   à   l'origine  de  rayon   1 1 1, 

Ceci  a  été  développé  ailleurs  ('),  ainsi  que  la  relation  réci- 
proque qui  permet  de  conclure  de  la  régularité  de  croissance 

de  ./  (0  relativement  aux  ordres  (o  x  ;  à  la  régularité  de  crois- 
sance de  'j'{n)  relativement  aux  ordres  a.  Cette  relation  sub- 
siste pour  toutes  les  valeurs  positives  fixes  de  a,  même  infé- 
rieures à  un. 


{*)  BoREL.  Leçons  sur  les  jonclioiis  entières.  Note  II. 
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De  cette  relation  réciprocjue,  duni  nous  avons  ici  démontré 
seulement  la  projjosition  directe,  et  encore  dans  un  cas  particu- 
lier [zéros  réels,  négatifs,  d'ordre  (v.),  a^i],  il  résulte  (|u'une 
fonction    dont   la    croissance    n'est   pas   régulière   relativement 

aux  (U'dres  (o  X  -  a  des  zéros  dont  les   modules  croissent  irré- 

gulièrement  relativement  aux  ordres   a. 

Nous  allons  donner  (  '  )  un  exemple  d'irrégularité  dans  la 
croissance  d'une  fonction  entière  entraînant  une  irrégularité 
très  profonde  dans  la  croissance  des  zéros.  Le  développement 
de  la  fonction  entière  sous  forme  de  série  de  Taylor  nous  sera 
pour  cette  (juestion  plus  commode  que  le  développement  en 
produit  infini. 

Prenons  comme  série  type  la  série  e'.  Nous  poserons 

Il  ' 
de  telle  manière  que  la  série  type  se  présente  sous  la  forme 

t'-''=  o(0)  —  ciCi)  -T-. .  .-I-  '^(/j  )  -:-  2('  n  -^  i)  -j-.  .  .. 

Nous  allons  étudier  la  fonction  entière  f{x)  définie  par  la  série 
à  lacunes  : 

/(.r  »  =  G  (  «0  )  -H  9  (  «1 ,)  H-  .  .  .  -I-  'f  (  n,,  )  -{-  o{np^\  ) -^ .  .  . , 

dans  laquelle  n„,  n,,  .  .  .,  n,,  désignent  des  entiers  croissants. 

Etudions  tout  d'abord  les  variations  de  -(/i)  lorsque  x  varie 
au  voisinace  de  n.  On  a 


,{ II)  =^  n  \o"x 


-('-i 


A,/  tendant  vers logar:  lorscjue  n  tend  vers  l'infini. 

Si  l'on  pose 

X  —  «*, 

il  vient 


(ii:  -^i  /M  =  (xii  —  Il I  loi:/<  —  Il  —  \i,. 


(')   BoREL.  Sur  quelques  fondions  entières  [Rendiconti  del  Circolo  male- 
matico  di  Palermo-  avril  11J07  1. 
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Donc,  si  a  est  un  nombre  fixe  inférieur  à  l'unité,  '-^(n)  tend  vers 
zéro  lorsque  ;j  augmente  indé Uniment.  Si  a  est  supérieur  à 
Tunité,    log.i(n)    est   d'ordre    éj^al    à    celui    de 


//  l(igj-(  I 1      ou  (le       ./■*  loi;.?-. 


Ces  résultats  étant  acquis,  désignons  par  a  un  nombre  supé- 
rieur à  l'unité  et  supposons  qu'on  ait,  quel  que  soit  p, 

Si  nous  donnons  à  a;  la  valeur  n^,  [i  étant  un  nombre  fixe 
compris  entre  i  et  a,  a;  sera  compris  entre  n,,  et  rip^f,  et  il  est 
visible  que  le  terme  de  plus  grand  module  dans  la  série  /{x) 
sera  le  terme  '^(h/,).  De  plus,  non  seulement  les  modules  des 
autres  termes  seront  inférieurs  au  module  de  celui-là,  mais  ils 
seront  complètement  négligeables  par  rapport  à  lui.  On  a,  en 
eiïet,  en   posant  x  =  n?,, 

lo-3(«,,)      =     n,,      log.7'    —(n,,      -^  :^  )  o '•^'S-P        -^  "p      — '^«,,, 

lojT'f  (rt,,+  i)  =  3«,,+  ,  loi,'/!/,—  (n,,^i—  ^  \     lojï«/;_Hi-H /J/,+  1  -+-  A„^,^,, 

et  comme 

n,,^i'>  ni;         cl         tip-i-Cn^^ 

on  voit  que  '■^{np+\)  est  très  voisin  de  zéro,  tandis  que  '■f{np) 
est  de  l'ordre  de  a:^/"/-  et  cp(n/,_,)  de  l'ordre  de  x^]-'"r-<  [hp  et 
hp_i  finis).  Donc,  /'(a;)  est  égal  au  produit  de  'f  (n^,)  par  i+  z[p) 
(|j  et  a  restant  fixes),  en  désignant  avec  M,  LindeLf  par  '-{p) 

une  quantité  qui  tend  vers  zéro  avec  -•  On  a  par  suite,  en  sup- 
posant pour  un  instant  x  positif  et  posant 

la  relation 

xV  =  n,,  logx  —  \n,,-T-  -\  r,  '"g^  '-  "/--^  A„^,-h  t{x); 
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d'où  l'on  conclut,  n,,  étant  égal  à  x'^, 

I^  =  3  -+-  e. 

î  tendant  vers  zéro  lorsque,  a  et  |j  restant  fixes,  n^  augmente 
indéfiiiiinent. 

Supposons  maintenant  que  l'argument  de  x  soit  i|uel- 
conque;  on  obtiendra  de  même 

1,1, 

[j.  étant  toujours  égal  a  -^  +  r. 

Si  donc  on  fait  varier  x  d'une  manière  continue  de  <>  à  l'infini 
par  un  chemin  quelconque,  le  module  à.&  f[x)  pourra  être  déter- 
miné d'une  manière  précise  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  n'^,  et  n^l^,  ,^i'  et  Jj"  étant  deux  nombres  quelconques  (  j'<^  j") 
assujettis  à  la  seule  condition  d'être  positifs  et  compris  entre  i 
et   a.   Si  l'on  pose 


Q'I  > 


le  module  de  /{x)  prend  ainsi  des  valeurs  comprises  entre 
e'"  '■^*'  et  e'  ' '"^  ~'.  On  peut  d'ailleurs  prendre  j'=  i,  d'où  ;->.'=  i, 
jS"  aussi  voisin  qu'on  veut  de  y.,  de  sorte  que  'j."  est  aussi  voi- 
sin qu'on  veut  de  =  A.  Dès  lors,  on  voit  que  |  /{x)  |  est  égal 
tantôt  à  e'*'  et  tantôt  à  e''"''. 

Il  n'est  pas  superflu  d'observer  que  la  fonction  /'(.r),  pour  les 
valeurs  positives  de  x,  est  positive  ainsi  que  toutes  ses  dérivées; 
cette  propriété  n'est  nullement  incompatible  avec  les  oscilla- 
tions  que  nous  venons  de  mettre  en  évidence. 

Étudions  maintenant  la  distribution  des  zéros  de  la  fonction 
entière  J{x).  Nous  utiliserons  un  théorème  bien  connu. 

Si  l'on  a,  sur  un  contour  C,  à  l'intérieur  duquel  '^{x)  et 
•l{x)  sont  holomorphes, 


'l(  X) 


<i, 


les  deux  fonctions  '^-f  [x]  et  f[x)  =  -^ [x] -\- -l [x)  ont  le  même 
nombre  de  zéros  à  l'intérieur  de  C. 


K.  B. 
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D'après  ce  qui  précède,  les  deux  fonctions 

(1/  (  j-  )  =  o  (  II/,  \         'fi  .r  )  =/(  X  )  —  o{  n,,) 

vérifient  l'hypothèse  exigée,  le  contour  C  étant  le  cercle  ]  -i'  |  =  n^- 
On  en  conclut  que  le  nombre  des  zéros  dey  (a)  à  l'intérieur  du 
cercle  C  est  égal  au  nombre  de  zéros  de  '^(a;),  c'est-à-dire  à  Uf,. 
Ce  résultat  est  le  même,  quelle  f[ue  soit  la  valeur  de  |îi  entre  ,j' 
et  ''i'.  On  en  conclut  que  la  fonction  /{.v)  n'a  pas  de  zéros  dans 
la  couronne  circulaire  comprise  entre  les  cercles  C     et  C',, 

Dans  la  couronne  circulaire  comprise  entre  le  cercle  C"  et  le 
cercle  Cj,^,,  la  fonction  /(a)  a  /i/,+  i  —  rip  zéros. 

Il  est  possible  de  resserrer  davantage  les  couronnes  où  sont 
comprises  les  zéros.  Car,  si  rip'^x^np^,,  nous  avons 

if,  et  t.,  dépendant  de  .r,  mais  ayant,  quand  x  varie  dans  le  do- 
maine considéré,  des  limites  supérieures  à  leurs  modules  ne  dé- 
pendant que  de  p  et  tendant  vers  zéro  avec  -•  Donc,  pour  un 
zéro  de  /(a;)  compris  dans  cet  intervalle  (nous  savons  qu'il  y 
en  a  n^^,  — n,,),  le  rapport     '  ^    ''^^      diffère  de  i  d'une  quantité 

infiniment  petite  avec  -•   Si  donc  r  est  le   module   d'un  zéro 

P 

compris  entre  Up  et  n,-,^,,  la  différence  logi(n^,^,) — log'i(n/, ) 
connue  pour  x  =  r  est  infiniment  petite  avec  -• 
Posons 

II  vient 

On  a  donc,  en  faisant  la  différence 
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(z'j,  tciidaiil  vers  zéro  avec  -]» 

X(n,,+  ,  —  «,,)  =  i]/(/j;  -V-  £';„ 
en  posant 

•!'•/')=  ("/-  +  .],  )  l"K  ^^  -+-  A,,,,  -  A„,„ 
d'où 


1  = 


'*/i-t-i  —  "/<        '^/i+i 


Donc,  quel  que  soil  le  nombre  y,  positif  fixe,  il  existe  un  nom- 
bre po  tel  que,  pour  p  '^  Pu,  les  zéros  dont  le  module  est  com- 
pris entre  Up  et  n,,^,,  zéros  qui  sont  en  nombre  n,^^,  —  n^,  sont 
tous  situés  dans  la  couronne  limitée  par  les  cercles  de  rayons 


-..^i^ 


n,,+  ie         ",-'-"/•    lit 


'h'+i 


L'épaisseur  de  cette   couronne  est  infiniment  petite  avec  - 
puisqu'elle  est  inférieure  pour  p^pu,  à 


n.,^t 


"/--Hl—   «/< 


«,,+  ]  —  n 


;•  X  r, , 


expression  qui  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  p  (indépendante 
de  r,  )  est  certainement  inférieure  à  r,. 

On    peut    aller    plus  loin.  En  désignant   plus    spécialement 

par  '■f'(n)  la  valeur  de  — r  pour  x  réel  (et  égal  à  r),  par  -^(n,  x) 

ce  même  nombre  pour  x  complexe  (et  plus  spécialement  égal 
à  un  zéro  de  module  r),  la  somme  '^(n^^,  a;)  +  cp(/i/,^,,  a;)  est  au 
moins  égale,  en  module,  à  un  facteur  près  tendant  vers  i,  à 
cp(ny„r)  X  I  £„  I-  Car,  avec  la  même  approximation, 

\-^{n,,^u^)\  —  I  ?<«/',•?•)  I  =  ?(n,n  '■)  X  I  ^'1>  I- 

Comme  l'ensemble   des   termes   précédant    '^{n,,)   est 

0(  //^, -,)X  (I  -H  ï/,-i  j, 

il  faut  donc  que,  à  un  facteur  près  tendant  vers  un, 

I   «  ,     ?i  "/'  I'  '■' 


I  Ui  CHAPITRE    IV. 

Le  logaritlimc  du  second  membre  est  comparable  à 
donc, 


I  £•;.  I  <  /',<+■      *    • 

A*  ctant  un  nombre  tendant  vers    i   quand  /)  tend  vers  l'infini. 
Par  suite  la  couronne  de  rang(p+  i)  peut  être  prise  à  partir 

d'une  certaine  valeur  de  p,  inférieure  à  n  ''{'"'.  L'aire  totale 
des  couronnes  qui  suivent  la  p'*"""  est  un  infiniment  petit  équi- 

valent  au  plus  à  n  "j  ".  On  voit  à  quel  point  est  lacunaire  la 
disposition  des  zéros. 

MM.  Lindelrf  (')  et  P.  Boutroux  (-)ont  étudié  avec  une 
grande  précision  la  corrélation  existant  entre  l'ordre  de  gran- 
deur du  n""""  zéro  et  celui  du  module  maximum  d'une  fonction 
entière  sur  le  cercle  de  rayon  r.  Ces  auteurs  ont  démontré  que 
si  l'ordre  du  module  du  n"''"'  zéro  d'une  fonction  entière  est 
régulier  à  l'égard  de  n,  relativement  à  l'ordre 

I         a,    I  3(..     I  2/,     I 

p  z    10  p    t.o''  '         p     0)1' 

p  étant  un  entier  fini,  p  un  nombre  positif  non  entier,  a,,  y..,, 
a-,,  .  .  . ,  y.p  des  nombres  positifs  ou  négatifs  fixes,  l'ordre  du 
module  maximum  de  la  fonction  entière  relativement  au  mo- 
dule r  de  la  variable  est  régulier  pour  l'ordre 


?- 

-  ai 

1 

— 

7.9 

1 

— . 

.— 

^/ 

1 

et  réciproquement.  Nous  avons  exposé  dans  un  autre  Ou- 
vrage (')  l'inégalité  fondamentale  qui  est  l'instrument  de  re- 
cherche utilisé  par  M.  Lindeb.f.  Un  résultat  commun  aux  deux 


{')  LiM)Ei.<iF,  Mémoire  sur  les  fonctions  entières  de  genre  fini  (  Acia  Societ. 
se  fenn..  t.  XXXI,  1902,  n"  1  ). 

(-)    Voir  P.  Boutroux,  Thèse  '  Acta  malhematica.    i<jo4j. 

(')  E.  BoREi..  Leçons  sur  les  fondions  méromor plies,  p.  "*'-  (même  Collec- 
tion que  le  présent  Ouvrage). 
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auteurs  est  ({u'il  existe  des  types  de  croissance  {)our  les  zéros  et 
le  module  maximum  des  ftnictions  oiitirres  de  genre  fini,  tels  que 
la  connaissance,  à  un  facteur  fini  près,  du  n''"'""  zéro  entraîne 
la  connaissance  à  un  facteur  fini  près  du  logarithme  du  module 
maximum  de  la  fonction  entière. 

Parmi  ces  types  de  croissance  figurent  particulièrement  les 
fonctions  dont  nous  savons  noter  identiquement  l'ordre.  Pour 
ces  types  spéciaux,  la  proposition  possède  une  réciproque. 

Mais  M.  Boutroux  a  signalé  une  forme  de  croissance  de  r„ 
entièrement  distincte  des  précédentes  et  beaucoup  plus  géné- 
rale, pour  laquelle  la  propriété  subsiste.  Cette  forme  de  crois- 
sance est  définie  pour  les  fonctions  de  genre  p  par  les  conditions 

que  — — -  et  — soient  des  fonctions  croissantes  de  n,  a  étant 

^       /■'„-*-'■  n  ' 

un  nombre  positif  fixe.  Ce  résultat  se  déduit  des  évaluations 

d'intégrales  définies  que  nous  avons  exposées  d'après  le  même 

auteur  au  troisième  Chapitre  (  '  ). 

(')  Pour  une  élude  plus  précise  tle  la  comparaison  enlrc  la  croissance  ile:<  func- 
lions  entières  et  la  croissance  de  leurs  zéros,  je  renverrai  au  Livre  de  M.  Blu- 
nienllial  :  Leçons  sur  les  /onctions  entières  d'ordre  in/ini,  qui  parait  dans  la 
Collection  de  monographies  en  même  temps  que  ce  Livre-ci,  et  à  la  'l'hcse  de 
>L  Denjoy  :  Sur  les  produits  ccmoniques  d'ordre  infini,  <jui  parait  aussi  en 
même  temps  a  la  librairie  Gaulliier-Viliars. 


CHAI'ITUK  V. 

A PPLICATIONS  ARITHMETIQUES. 


Le  Chapitre  actuel  aura  pour  objet  d'utiliser  la  notion  de 
croissance  dans  la  classification  des  nombres  incommensu- 
rables. Nous  verrons  ainsi  que  les  notions  de  croissance  et  d'in- 
commensurabilité sont  étroitement  solidaires.  t- 

Nous  avons  déjà  signalé  le  théorème  de  Paul  du  Bois-Rey- 
moiid  sur  les  suites  de  fonctions  croissantes.  Il  conduit  à  un 
paradoxe  qu'il  est  bon  de  mettre  en  lumière. 

Etant  donnée  une  infinité  dénombrable  de  fonctions  crois- 
santes, nous  savons,  d'après  cet  auteur,  former  une  nouvelle 
fonction  croissant  plus  vite  que  chacune  des  précédentes. 
Or,  il  est  évident  a  priori  que  l'ensemble  des  fonctions  que  les 
mathématiciens  ont  déjà  définies  et  de  celles  qu'ils  définiront 
dans  la  suite  est  dénombrable.  On  peut  même  voir  que  l'en- 
semble de  toutes  les  fonctions  qu'il  est  possible  de  définir 
individuellement  est  dénombrable,  c'est-à-dire  que  chacune 
d'elles  peut  recevoir  un  numéro  d'ordre  déterminé.  Mais  alors, 
le  théorème  de  Paul  du  Bois-Reymond  nous  fournit  le  moyen 
de  définir  une  nouvelle  fonction  plus  croissante  que  toutes  celles 
de  cet  ensemble,  et  qui,  par  suite,  ne  figure  pas  dans  cet 
ensemble,  ce  qui  est  absurde,  puisqu'il  contient  par  hypothèse 
toutes  les  fonctions  qu'on  peut  définir. 

Mais  il  suffit  de  songer  au  principe  de  la  démonstration  par 
laquelle  s'établirait  la  dénombrabilité  de  cet  ensemble  de 
fonctions,  pour  s'apercevoir  immédiatement  que  la  nouvelle 
fonction  qu'on  ajouterait,  d'après  le  théorème  rappelé,  aurait 
une  définition  dont  l'exposé  prendrait  un  temps  infiniment 
grand.  On  n'arriverait  jamais  à  bout  de  la  détermination  com- 
plète de  cette  fonction. 


AI'I'I.H   VI  |n\«.    AlU  rilMI   ril,)l  i:S.  III) 

Nous  allons  ('Xj)()S('r  ;i\t'i'  plus  i\t-  dt'-tail  les  idrcs  ([ue  mous 
venons  sommaireniciil  (riiidicincr,  «luainl  nous  aurons  constaté 
qu'un  paradoxe  analoj^ne  est  suj^'oféré  jiar  l'analyse  des  nombres 
inconiniensuialdcs  (paradoxe   île   Kicliard  ). 

Les  opérations  permettant  de  délinir  un  noinjjre  Inconiinen- 
surable  sont  de  nature  très  diverse.  Les  plus  usuelles  sont 
d'abord  la  résolution  des  équations  aljxébriques  à  coefTicients 
entiers.  Leurs  racines,  appelées  nombres  algébriques,  sont  les  plus 
simples  des  nombres  incommensurables.  Puis,  la  sommation 
des  séries  convergentes  dont  on  se  donne  le  n'"'"'  terme  de 
façon  qu'il  soit  calculable  avec  une  précision  arbitraire  au 
moyen  des  nombres  déjà  connus.  Également,  l'intégration 
d'équations  différentielles  algébriques  à  coefficients  entiers   (  '  ). 

Les  nombres  algébriques  forment  un  ensemble  dénombrable. 
Il  suffît  de  remarquer  que  les  équations 


,  —  Un  =  o. 


où  a„,  a,,  ...,  a„  sont  des  entiers  positifs,  négatifs  ou  nuls, 
avec  fld^  1,  «H^  o,  et  où 

«0  -+-  I  a ,  I  -+-  I  «2  I  — .  . .  —  1  </,.,  \~  Il  =  h, 

h  étant  un  entier  donné,  sont  en  nombre  fini.  En  donnant  à  h 
successivement  toutes  les  valeurs  entières  supérieures  à  i ,  on 
peut  imaginer  bien  aisément  des  conventions  permettant  de 
ranger  en  suite  simple  toutes  les  équations  algébriques,  et  aussi 
leurs  racines.  Le  rang  d'un  nombre  algébrique  dans  cette  suite 
pourra  être  appelé  sa  hauteur  et  donnera  une  mesure  de  sa  com- 
plexité. 

Pour  ce  qui  est  des  équations  différentielles,  considérons  par 
•  exemple  l'équation  y' =  v  et  l'intégrale   particulière   qui   pour 


(  '  )  M.  Jiiies  I)racli  ;i,  dans  V Jntrndiiclion  à  l'étude  de  la  'l'heorie  des  nombres 
et  de  /'Alffêbre  supérieure  (  Nony,  "â8r(5)  cl  dans  sa  Tlicsc  :  Essai  sur  l'inté- 
^ration  loi^ique  et  la  classification  des  transcendantes  [Gi\H\\\\cv-\\\\i\\i,  1^9^*), 
parliculii  Tcmeiit  insisté  sur  l'iinpoitniice  des  dé(inilinns  de  luilure  alj;ébriqiie, 
même  dans  le  domaine  transcendant,  c'est-à-dire  dans  l'étude  des  équations  diiïé- 
rentielleset  aux  dérivées  partielles.  Ses  idées  ont  eu  une  grande  iniluencc  sur  la 
foniialinn  précise  de  la  tliéorie  ()ue  nous  exposons  ici. 


CIlAPITHi:    V. 


X  =  o  est  égale  à  i  :  pour  .r  =  i,  on  trouve  v  =  e;  pour  a;  =  p, 
1  =  eP. 

On  peut  avec  des  équations  différentielles  à  coefficients  en- 
tiers définir  inu^'i  de  nouveaux  nombres  incommensurables,  (jui 
seront  par  exemple  les  valeurs  prises  par  une  intégrale  corres- 
pondant à  un  système  initial  (a^„,  )„)  entier,  pour  les  valeurs 
entières  de  la  variable.  Pour  ranger  ces  nombres  ainsi  définis 
en  suite  unilinéaire,  il  suffit  de  remarquer  qu'étant  choisi  un 
entier  p  arbitraire,  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  telles  équa- 
tions où  p  surpasse  la  somme  de  l'ordre,  du  degré  par  rapport 
aux  dérivées,  à  la  fonction  et  à  la  variable  indépendante,  des 
valeurs  absolues  des  coefficients  supposés  entiers,  des  valeurs 
absolues  de  x,,  et  r,,  également  entières,  de  la  valeur  absolue  en- 
tière de  X,  pour  laquelle  on  cherche  y.  Il  en  résulte  qu'on 
obtient  ainsi  un  ensemble  dénombrable  de  nombres  pour  cha- 
cun desquels  on  peut  définir  une  hauteur. 

Pour  définir  des  nombres  comme  sommes  de  séries,  il  faudra 
que  le  terme  général  soit  une  fonction  de  n,  calculable  à  partir 
des  nombres  entiers.  On  pourra  d'abord  envisager  celles  dont 
le  terme  général  ne  contient  que  des  opérations  rationnelles 
en  II  à  coefficients  fixes  entiers,  ce  qui  permettra  de  définir  une 
hauteur  pour  le  terme  général  et  par  suite  pour  la  somme  de  la 
série.  Puis,  on  pourra  passer  à  des  termes  généraux  exprimés 
au  moyen  de  n  par  des  opérations  algébriques  portant  sur  des 
nombres  entiers,  ou  algébriques,  ou  transcendants  déjà  définis, 
mais  appartenant  à  des  classes  où  le  mot  hauteur  aura  reçu 
un  sens  précis,  numérique.  La  hauteur  de  ces  termes  généraux, 
qui  sera  aussi  par  définition  celle  de  la  somme  de  la  série,  sera, 
si  l'on  veut,  la  somme  des  hauteurs  des  nombres  sur  lesquels 
portent  ces  opérations,  augmentée  d'entiers  tels  que  le  degré  des 
opérations  algébriques  effectuées.  On  conçoit  qu'il  sera  toujours 
possible,  povir  une  classe  de  termes  généraux  satisfaisant  à  cette 
définition,  de  désigner  par  hauteur  de  ce  terme  général  un 
nombre  tel  que  les  termes  généraux  inférieurs  à  une  hauteur 
finie  soient  en  nombre  fini. 

Admettons  donc  que  chaque  procédé  de  définition  des 
nombres  incommensurables,  au  moyen  d'entiers,  ou  de  nombres 
définis  par  des  procédés  antérieurs,  n'introduise  qu'une  infinité 
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déiioiiiliraljlc  de  nuiixcaiix  iioiiihics  iiicdminciisiiraltlcs.  Los  pro- 
cédés successifs  possibles  sont  eux-mêmes  en  infinité  dénom- 
brablc.  Donc,  en  tout,  l'ensemble  des  nombres  incommensu- 
rables (ju'on  aura  délini  à  partir  des  entiers  sera  dénombrable. 
Voici  où  |iaiaît  alors  s'inl lodiiirt;  le  paradoxe  cfue  nous 
avons  siirnalé.  Les  seuls  nombres  ({ue  nous  puissions  arriver  à 
définir  peuvent  être  rangés  en  une  série  unilinéaire,  u,,  Uj,  .  .  ., 
u„,  ....  Sur  le  segment  (o,  i  ),  où  ils  forment  a  priori  un  en- 
semble dense  (puisque  tous  les  nombres  rationnels  en  parti- 
culier en  font  partie),  il  y  en  a  un  possédant  un  indice  plus 
petit  cjue  les  autres.  Soit  u,,^  ce  nombre.  Les  autres  nombres 
de  la  suite  compris  entre  ^>  et  i  ont  un  indice  supérieur  à  /i,. 
Il  y  en  a  une  infinité  comprise  entre  u„  et  i.  Soit  u„.  celui 
d'entre  eux  qui  possède  le  plus  petit  indice.  Soit  u„^  le  nombre 
de  plus  petit  indice  compris  entre  u„^et  u„  ,  et  continuons  ainsi 
indéfiniment.  u„  ^  est  le  nombre  ayant  le  plus  petit  indice, 
compris  entre  u„_  et  ?*„,_,.  On  a 

Les  nombres  u„  d'indice  i  impair  tendent  vers  un  nombre  a 
supérieur  à  chacun  d'eux  et  inférieur  à  tout  nombre  d'indice  i 
pair. 

D'ailleurs  tous  les  nombres  u,i  du  segment  u„^  à  i  ont  un 
indice  n  supérieur  à  n,,  donc  n,^  m,.  Tous  les  nombres  du 
segment  u„^u„  ont  un  indice  supérieur  à  n,,  etc.  Donc  a,  qui 
est  toujours  compris  entre  u„  et  u„^^^,  ne  peut  appartenir 
à  la  suite  u„  puisque  son  indice  devrait  être  supérieur  à  n,, 
quel  que  fût  i.  Mais  nous  nous  trouvons  avoir  défini  au  moyen 
des  u„,  chacun  défini  à  partir  du  nombre  entier,  un  nombre 
n'appartenant  pas  à  la  suite  u„  qui,  par  hypothèse,  contenait 
tous  les  nombres  définissables  à  partir  du  nombre  entier, 

La  réponse  au  paradoxe  est  aisée.  Parmi  les  nombres  u„, 
il  y  en  a  dont  la  définition  demande  un  temps  très  long,  même 
d'une  durée  surpassant  toute  limite  donnée  d'avance.  Comme 
c'est  la  suite  u,,,,  u„  ,  .  .  .  qui  définit  a,  cette  définition  de  a 
exigerait  un  temps  infiniment  grand,  ce  qui  signifie  que  jamais 
nous  ne  parviendrons  à  obtenir  mieux  qu'un  petit  intervalle 
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enserrant  a.  (Les  u„  d'indioe  i  pair  tendent  aussi  vers  a,  |misqiic 
l'ensemble  des  u„  est  partout  dense.) 

Insistons  un  peu  sur  ce  point. 

Considérons  l'ensemble  des  phrases  qui.  toutes  réunies,  défi- 
nissent un  nombre  incommensurable,  c'est-à-dire  qui  fournissent 
le  moyen  de  le  calculer  avec  telle  approximation  qu'on  voudra. 
Pour  désijrner  chacun  de  ces  ensembles,  se  suflisant  à  lui-même 
pour  le  calcul  indéfininicnt  approché  du  nombre  en  question, 
on  peut  poser  une  convention  telle  que  la  suivante  :  donner 
un  numéro  d'ordre,  à  partir  de  i  en  suivant,  aux  divers  signes 
de  ponctuation  ;  puis  à  partir  de  h  nx  >,  et  en  suivant,  des  numéros 
d'ordre  à  tous  les  mots  de  la  langue  utilisée,  le  français  par 
exemple,  ces  mots  étant  supposés  préalablement  rangés  dans 
l'ordre  alphabétique,  toute  flexion  (par  conjugaison,  décli- 
naison) d'un  mot  étant  considérée  comme  distincte  de  ce  mot, 
deux  flexions  d'un  même  mot  étant  aussi  considérées  comme 
distinctes  entre  elles.  Admettons  que  les  numéros  d'ordre 
attribués  à  tous  ces  mots  restent  en  deçà  de  un  million.  Nous 
donnerons  enfin  aux  nombres  entiers  un  numéro  d'ordre  égal 
à  leur  valeur  augmentée  d'un  million.  Cela  étant,  si  l'on  consi- 
dère un  nombre  incommensurable  parfaitement  défini,  sa  défi- 
nition formelle,  quelle  qu'elle  soit,  pourra  être  traduite  d'une 
façon  univoque,  par  une  suite  de  nombres  entiers.  Inversement, 
à  toute  suite  de  nombres  entiers  (ceux  inférieurs  à  un  million 
devant  éviter  certains  intervalles,  pour  avoir  une  interprétation) 
correspond  par  notre  convention  une  suite  de  phrases  parfai- 
tement déterminées. 

Formons  les  suites  de  nombres  entiers  :  i"  dont  la  somme  est 
inférieure  à  un  milliard  ;  v"  dont  la  somme  est  au  moins  égale 
à  lo"  et  inférieure  à  lo'-,  etc.  La  n'"""  classe  est  formée  de 
suites  d'entiers  dont  la  somme  est  au  moins  égale  à  10:!"+-)  et 
inférieure  à  10'  "+•■•.  Chacune  de  ces  classes  de  suites  finies 
d'entiers  ne  renferme  qu'un  nombre  fini  de  suites.  Ces  suites 
forment  un  ensemble  dénombrable.  D'ailleurs,  un  nombre  et  sa 
valeur  sont  deux  choses  identiques.  Le  nombre  n'est  pas  dé- 
signé si  sa  valeur  n'est  pas  désignée,  c'est-à-dire  si  l'on  n'a  pas 
indiqué  (ce  qui  ne  peut  être  fait  que  par  un  ensemble  fini  de 
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phrases  (iiiics)  le  innycii  de  calculer  (M'IIc  \al(Mir  a\cc  iiiu-  ap- 
proxiiiialKMi  ailiil  lairc  (  '  ). 

Donc  h» lis  les  nombres  achiellement  tléliiiis,  cl  iilléi-ieii renient 
délinissubles,  ont  leur  ilélinilion  représentée  dans  le  Taldeau 
illimité  de  suites  d'entiers  ([ue  nous  avons  coiist  mil .  Donc  tous 
ces  nombres  sont  en  infinité  dénombrable.  Il  y  a  donc  une 
infinité  (beaucoup  plus  dense  que  Tinlinité  eomplénienlaire) 
de  nombres  incommensurables  qui  n'ont  été  ni  ne  pourront 
jamais  être  définis. 

Ceci  s'explique  si  l'on  sonore  que.  pour  définir  l'un  de  ces 
nombres,  il  faudrait  d'abord  lui  imposer  une  condition  l'empê- 
chant d'être  confondu  avec  l'un  quelconque  des  nombres  défi- 
nissables par  les  phrases  de  la  première  classe;  puis  lui  imposer 
une  condition  l'empêchant  d'être  confondu  avec  les  nombres 
de  la  seconde  classe,  etc.  Ce  nombre-là  se  trouverait  défini 
par  une  inlinllé  île  jihrases,  s'ajoutant  à  la  file  sans  que,  au 
point  de  vue  de  leur  sens,  elles  puissent  se  réduire  à  un  nombre 
fini  d'entre  elles.  C'est  dire  que  ce  nombre  ne  se  trouverait 
jamais  défini. 

Parmi  les  ensembles  de  phrases  d'une  classe  quelconque,  le 
plus  grand  nombre  n'aura  aucun  sens.  On  pourrait  se  demander 
si  certaines  n'en  présenteront  pas  un  par  la  suite,  et  même 
successivement  plusieurs,  même  une  infinité  dénombrable, 
grâce  à  des  acceptions  nouvelles  du  sens  des  mots.  Mais  il  est 
évident  que,  si  ultérieurement  un  nombre  se  trouve  défini, 
grâce  à  une  modification  dans  le  sens  de  certains  mots,  cette 
modification  de  sens  pourra  être  exposée  avec  les  mots  précé- 
demment employés.  Les  phrases  expliquant  successivement 
les  modifications  de  sens  des  mots,  jointes  à  la  définition  du 
nombre  considéré  au  moyen  de  ces  mots,  forment  un  ensemble 
compréhensible  avec  le  sens  actuel  des  mots  français,  et  repré- 
senté dans  notre  Tableau  de  suites  finies.  Donc,  tous  les  nombres 


(')  Si  une  phrase  définit  simultanément  une  infinité  de  nombres,  ils  ne 
pourront  être  considérés  c  omme  désignés  iadividuellement  que  si  leur  défi- 
nition permet  d'assigner  à  chacun  un  rang  entier  (il  faut  donc  qu'ils 
soient  en  infinité  dénombrable  )  et  s'il  est  possible  de  les  calculer  chacun  à 
son  rang  avec  une  approximation  arbitraire 
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définissables  ultérieurement,  même  avec  modification  dans  le 
sens  actuel  des  mots,  sont  représentés  dans  notre  Tableau,  où 
l'on  convient  de  comprendre  chaque  mot  avec  son  sens  actuel. 

Il  y  a  donc  des  nombres  incommensurables  que  l'on  ne 
pourra  jamais  concevoir,  qui  resteront  toujours  extérieurs  à 
toutes  les  recherches  mathématiques,  quelle  que  soit  l'évo- 
lution que  suivra  le  sens  des  mots,  c'est-à-dire  quelles  que  soient 
les  notions  nouvelles  introduites  dans  l'étude  des  nombres. 
L'ensemble  de  ces  nombres  incommensurables  ne  peut  être 
défini  que  globalement,  par  exclusion  un  à  un  de  ceux  qui 
n'en  font  pas  partie,  et  aucun  d'eux  ne  peut  être  désigné  indi- 
viduellement. L'approximation  avec  laquelle  on  peut  calculer 
un  de  ces  nombres  peut  être  rendue  aussi  faible  qu'on  le  veut. 
Mais  le  nombre  de  mots  nécessaires  pour  expliquer  le  calcul  de 
ce  nombre,  avec  une  approximation  donnée  d'avance,  croît 
indéfiniment  quand  l'approximation  est  donnée  de  plus  en 
plus  petite  et  tend  vers  zéro. 

Dans  cet  ensemble,  il  est  impossible  de  caractériser  aucun 
élément,  c'est-à-dire  de  fournir  un  moyen  de  le  distinguer  de 
tous  les  autres.  Chacun  de  ces  nombres  est  tel  qu'il  faudrait  un 
temps  infiniment  grand  pour  le  définir  à  partir  du  nombre 
entier.  C'est  dire  que  ces  nombres  ne  peuvent  pas  être  définis 
à  partir  du  nombre  entier.  Si  l'on  convient  de  borner  les 
Mathématiques  à  l'analyse  des  nombres  définissables  à  partir 
du  nombre  entier,  et  il  paraît  difficile  d'échapper  à  cette  limi- 
tation, l'ensemble  des  éléments,  nombres,  fonctions,  que  peut 
atteindre  et  analyser  la  pensée  mathématique  est  dénombrable. 

Quels  que  soient  les  travaux  des  savants  futurs,  il  est  évident, 
a  priori,  que  l'ensemble  des  nombres  qu'ils  définiront  indivi- 
duellement est  dénombrable;  mais  ce  qui  est  essentiel  à  remar- 
quer, c'est  que  l'ensemble  qu'ils  se  trouveront  avoir  défini 
ne  sortira  pas  d'un  certain  ensemble  dénombrable  qu'on  peut 
concevoir  dès  maintenant  (  '  ). 


(')  J'ai  développé  cei  idées  sous  une  forme  un  peu  ditrérenle  dans  une  Coin- 
municalion  au  qualricme  Congrès  inlernalional  des  matliémaliciens  (  Koinc,  1908) 
et  dans  une  courte  Note  :  Sur  les  paradoxes  de  la  théorie  des  ensembles  (Annales 
de  r/i'cole  .Xormale  supérieure,   190S).  Je  me  permets  de  signaler  aussi  comme  se 
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Relation  entre  les  nonihres  incouimensiirahles  et  les  jonctions 
croissantes.  —  Soit  u  un  nombre  irrationnel,  (^uel  que  soit 
l'entier  n,  on  peut  trouver  deux  nombres  /?  et  /;+  i,  tels  que 


Désignons  par  a,,  celle  des  diirérenees  u —  -> —  u  qui  est 

la   plus  petite.  La   fonction   -  ne  sera   pas  toujours  croissante, 
mais  elle  tendra  vers  l'infini.  On  a  en  effet 


Posons 


1 

a,,  < 

■}.n 


—  =o(«); 


on  a 

w(n)  >  iii. 

De  '•^(n)  il  est  facile  de  déduire  une  fonction  constamment  crois- 
sante '\{x)  telle  que  '} (h)  =  '^(^)  pour  une  infinité  de  valeurs 
de  n 


raltaclmnl  au  même  ordre  d'idées  une  élude  suv  La  théorie  des  ensembles  et  des 
/nogrès  récents  de  la  théorie  des  fonctions  {Bévue  générale  des  Sciences,  igof») 
cl  un  article  sur  Le  continu  mathématique  et  le  continu  j/hysique  (  Scientia, 
1909).  Pendant  In  correction  des  épreuves,  je  reçois  un  article  de  M.  Poincaré 
\^La  logique  de  l'infini  (Bévue  de  Métaphysique  et  de  Morale,  juillet  190;))] 
dans  lequel  l'éminent  analyste  prend  décidément  position  contre  les  «  définitions  » 
exigeant  une  infmilé  de  mot«. 

Il  introduit  une  distinction  entre  les  clas-ificalions  prédicaliva  cl  non  prédi- 
catives  qui  me  parait  idcnli(|ue  avec  la  distinction  que  j'élabli>sais  dans  ma  Noie 
citée  des  Annales  de  t'L'cole  Xormale  entre  les  ensembles  ejfectivenient  énumé- 
rables  et  ceux  (|ui  ne  le  sonl  pas.  Voici,  au  surplus,  ses  conclusions  :  «  (hiant  à 
moi,  je  proposerais  de  s'en  tenir  aux  règles  suivantes  :  i°  No  jamais  envisager  <|ue 
des  objets  susceptibles  d'ôtre  dé(iiiis  en  un  nombre  Uni  de  mots;  ■!"  Ne  jamais 
l»erdre  de  vue  que  toute  pro[)osilion  sur  l'inlini  ne  doil  èlre  que  la  traduction, 
l'énoncé  abrégé  de  propositions  sur  le  fini;  i"  Éviter  les  classifications  et  les  dé- 
finitions non  prédicativcs.  »  Je  ciois  que  tous  les  malliémaliciens  français  s'élanl 
occupés  de  ces  questions  (à  l'exception  peut-être  de  M.  Iladamard)  souscriront 
sans  réserve  à  ces  conclusions  de  .M.  Poincaré.  Je  crois  (jue  l'adoption  définitive 
tie  ces  conclusions  exenera  une  grande  influence  sur  le  iléveloppenient  ultérieur 
des  .Matliématiqucs. 
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11  est  aisé  de  voir  ([u'on  peut  supposer  lu  croissance  de  la 
fonction  •]'(n)  aussi  rapide  qu'on  veut.  Définissons  un  nombre 
iiu"i»ninionsural)le  par  la  série 


u  = 


A"      /(■')      ■■■     /('«; 


où  /(/»)  est  un  nombre  entier  croissant  très  rapidement  avec  m, 
et  tel  en  tous  cas  cjue  le  reste  de  la  série  arrêtée  à  un  terme 
quelconque  soit  inférieur  à  ce  terme.  Cherchons  à  approcher  u 
par  une  fraction  de  dénominateur  n=/[\)  ...  /(m). 
En  posant 

/_'  ^v     ' 

n       .Md  /'(  A  ; 
1 

on  a 


Doni 


<?[/(>)... /»/«)l 


Or,  quels  que  soient  un  ordre  de  croissance  donné  et  même  une 
famille  dénombrable  d'ordres  de  croissance,  il  est  possible  de 
trouver  /',  tel  que  /{m  +  i  )  soit  une  fonction  de  n,  plus  crois- 
sante que  l'ordre  ou  toute  la  famille  d'ordres  donnés. 

Ceci  montre  que  la  simple  notion  de  nombre  irrationnel 
contient  en  elle  autant  de  difficultés  que  la  notion  de  fonction  à 
croissance  très  rapide. 

L'exemple  précédent  nous  fait  pressentir,  et  la  suite  ne  fera 
que  confirmer  cette  intuition,  qu'un  nombre  est  d'autant  plus 
transcendant,  ou  plus  éloigné  par  sa  nature  des  nombres  ra- 
tionnels, qu'il  est  possible  de  l'approcher  davantage  par  des 
nombres  rationnels.  Les  nombres  dont  on  approche  le  moins 
sont  d'abord  les  nombres  rationnels  eux-mêmes,  quand  on  n'a 
pas  coïncidence  exacte,  ensuite  les  nombres  algébriques. 

Pour  étudier  commodément  l'approximation  des  nombres 
incommensurables  par  les  nombres  rationnels,  et  par  suite  la 
relation  entre  la  notion  de  croissance  et  celle  de  complexité 
d'un  nombre  incommensurable,  il  faut  avoir  recours  à  la  théorie 
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des  fractions  continues,  dont   nous  allons  exposer   brièvement 
les  principes  essentiels  (  '  ). 

Les  fractions  continues.  —  L'idée  des  fractions  continues  se 
présente  d'une  manière  immédiate,  quand  on  se  propose  de 
mesurer,  l'une  au  moyen  de  l'autre,  deux  «grandeurs.  Le  pro- 
Mèruc  r«'\  it'ul  à  chercher  la  grandeur  cjui  est  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  deux  grandeurs  données.  La  solution  pra- 
tique est  entièrement  analogue  à  celle  utilisée  pour  les  nombres 
entiers.  Supposons  A^B.  Nous  cherchons  combien  de  fois 
B  est  contenu  dans  A.  Soit  a,,  ce  nombre  de  fois.  Si  R,  est  l'excès 
de  A  sur  B,  on  a 

A  ^  rtoB  -^  R,. 

Si  A  est  commensurable  avec  B,  il  en  est  de  même  de  R,. 
R,  étant  plus  petit  que  B,  on  essaie  de  mesurer  B  avec  R,.  Si 
la  mesure  ne  se  fait  pas  exactement,  et  si  R,  est  contenu  plus 
de  fl|  fois  dans  B  et  moins  de  (a,  +  '  )  fois,  on  a 

H  =  «,K,  -  U..         |{,      h,        ei        rti^i. 

On  mesure  Rj  avec  R|,  qui  lui  est  inférieur,  et  ainsi  de  suite; 
le  dernier  reste  est  la  commune  mesure  à  A  et  B.  Le  cas  le  plus 
intéressant  est  celui  où  l'opération  ne  se  termine  pas.  On  a 

A  K,  I 


(l) 


Dont 


r;^"' 


A 


(')  Depuis  que  l'on  a  (1res  nialenconlieuscinent,  ;t  mon  avis)  supprimé  la 
lliéoric  des  fractions  continues  du  programme  de  la  classe  de  Mathématiques 
spéciales,  j'ai  dû  lui  faire  une  place  ilans  mon  enseignement  à  l'Ecole  Normale  et 
à  la  Sorbonne,  car  il  n'est  pas  adiuissiltie  qu'une  des  plus  belles  théories  de 
l'Arithmétique  soit  ignorée  de  tous  nos  jeunes  professeurs  de  Mathématiques. 
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et 

A  I 

=  «0  -i- 


l{      "  I 


Les  nombres  a„,  a^,  a^  définissent  des  valeurs  de  —  de  plus  en 
plus  approchées.  Si  tt  est   commensurable,   on  a  une  fraction 

continue  limitée,  puisque  les  nombres  a,,»  «ij  «l-j  •  •  •  sont  les 
quotients  successifs  dans  la  recherche  du  plus  grand  commun 
diviseur  du  numérateur  et  du  dénominateur  de  la  fraction  qui 

mesureur-  Ces  nombres  a„,  ai,  .. .  sont  dans  tous  les  cas  appelés 
quotients  incomplets.  La  quantité  .  -  est  le  quotient  complet  cor- 
respondant à  a-2,  etc.  Donc  un  quotient  incomplet  est  la  partie 
entière  du  quotient  complet  correspondant. 

Exposons  la  théorie  a  priori  des  fractions  continues. 

Soit  une  expression  de  la  forme 


que  nous  représenterons  suivant  l'usage  par  (ao,  a,,  a,,,  «:),  ...). 
Les  a  sont  des  entiers  positifs,  sauf  «o  qui  peut  être  nul.  Nous 
allons  indiquer  comment  il  est  possible  de  faire  correspondre 
un  nombre  à  cette  suite,  et  quel  moyen  elle  fournit  de  le  cal- 
culer. 

Désignons  par  -r-  la  fraction  obtenue  en  limitant  la  fraction 

continue  au  quotient  incomplet  a„.  On  a 

rt ,  rt  I  -t-  I 

= } 

«1 

( a„ai  -i-  I  )«î  -^  a., 


Ho         «0 

H, 

Q. 

l'o 

-  1 

*h 

I 
(Il  H 
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\-M) 


Ces  diverses  fiMit  ions  sdiit    ;ip|i«'ltH's   les  rrduile.s.   Il  est  facile 
de  trouver  leur  lui  de  iorinalion. 
L'expression  de  -p  permet  d'écrire 

D'une  manière  générale,  je  dis  (ju'on  a  simultanément 

Supposons  ces  égalités  vraies  pour  une  valeur  de  n,  et  démon- 
trons-en la  validité  pour  la  valeur  suivante.  On  a 


Q« 


P„- 


Q«- 


Envisageons  les  a  comme  des  variables  indépendantes.  Pour 

obtenir  ^/'^' ,  il  suffit  de  remplacer,  dans  —^>  a„  para,,  -1 

Or,  P„_,,  P„   ï,  Q«^i,  Q«   ..  ne  contiennent  pas  a„.  Donc 


(  «// 


(i„^\ 


l'«-2  l*„ 


-"^'      (  «„  -^  -î—  )  Q„- ,  ^  Q„_,.      g. 


o. 


d'où  l'égalilc  énoncée.  Le  théorème  étant  vrai  pour  n  =^  ■>.  est 
général. 

Ces  formules  permettent  d'obtenir  une  relation  importante 
entre  les  termes  de  deux  réduites  consécutives.  On  a 


Or 


I  P       i> 


i:.  u 


Il     2         '   «     I 


"/.g.;     \—^}i,-l       Q«-l   I  I   Q«     2       Q«     I 

!    ^o"i^  I      d» 


—  I), 


Ho  (Il  \i'n  iiK  >  . 

donc 

It„  ^-(11"   1. 

Ceci  prouve  que  \\,  et  Q„  sont  |trenuers  cnlrc  eux.  Les  ré- 
duites se  présentent  donc  naturellement  sous  forme  irréduc- 
tible. 

La  valeur  de  D„  permet  de  calculer  la  diiïérence  entre  deux 
réduites  consécutives.  On  a 


D 


c  nirnie 


I',.   ,        V...         (—1  '"   ' 


l'„        I'.,  I  I  (—  II' 


«.»„      '.>„     go<.'i      Qi<.'i     ■       ki«<^.  1 

—^  est  la  somme  des  n  premiers  termes  d'une  série  manifeste- 
ment convergente  ;  car  elle  est  alternée  et  ses  termes  décroissent 
(Q„  croît)  et  tendent  vers  zéro.  Donc  -p  tend  vers  une  limite. 

C'est  ce  nombre,  limite  de  la  n''""'  réduite  pour  n  infini,  qui  est 
appelé  la  valeur  de  la  fraction  continue  illimitée.  Étudions  la 
rapidité  de  la  convergence  des  réduites  vers  leur  limite.  On  a 

donc 

I  I 

< 


Chaque  terme  est  plus  petit  que  la  moitié  du  terme  précédent. 
Non    seulement    la    série    est    convergente,    mais    même    elle 

converge  plus  vite  qu'une  progression  géométrique  de  raison 

Comme   u„  <C  —  u,,,  le  n"^"'"  reste  ^„=  "z^+i  +  n.i+-2'\'  •  •  •    est 

inférieur  à  —  u„. 

On  voit  par  là  que  le  calcul  des  réduites  fournit  rajjidement 
une  très  grande  approximation  de  la  valeur  de  la  fraction  con- 
tinue 

Précisons  la  façon  dont  s'opère  l'approche  du  nombre  par  la 


Mti  riiMi  I  roi  I 


i3i 


réduite.   I/i-xpicssioii   l  roiix  t't;  jxmr  -—  iiKnitrc  ([uc  les  réduites 

sont  ;illcriiali\  t'iuciit  supéiieiircs  et  inférieures  à  leur  limite. 
Si  donc,  sur  une  droite  »)ù   mous   avons  choisi  les  points  o  et   i, 

nous   niar<iuons  les    points   M  ,„  il'abscisse  — ^  >  M,  est  à  droite 

de  M„,  M.,  entre  M„  et  M,,  etc.,  M„^.|  entre  M„  ,  et  M„.  Le 
point  limite  est  constamment  compris  entre  deux  points  ifin- 
dices  consécutifs. 


De  plus,  l'inégalité 


P„ 


<- 


Q/i-t  i<v>/j        i-  <v!//  \^hi 


!•„., 


0„    . 


ou 


exprime  (jue 


o. 


Donc,  M,,^,  est  plus  rapproché  de  M„  que  de  M„   ,.  Donc, 

M„  e;st  à  plus  forte  raison  plus  approché  du  point  limite  M  que 

le  point  M„   ,. 

Une  propriété  essentielle  des  réduites  est  la  suivante  : 
Toute  fraction  approchant  plus  d'un  nombre  donné  (ju'une 

réduite  de  ce   nombre  a   ses  termes  respectivement  supérieurs 

à  ceux  de  cette  réduite. 

En  effet,  supposons  par  exemple  que  j  approche  a  par  excès. 
La  forme  du  raisonnement  serait  la  même  si  c'était  par  défaut. 
Nous  supposons   que       approche  de  a  plus  que    -p  • 

i"  Si  —^  est  également  une  réduite  par  excès,  on  a 

donc 


|^,., 

Q/.+. 

< 

^<J, 

^ 

1%. 

1 

< 

~ 

ou 


< 


N  étant  un  entier  non  nul.  Donc,  t^  Q/'+i  et  a  ^  P/'  +  n  d'après 


:/'-+ 1 
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Ooiie,   .   a   môiiio  ses  termes  supérieurs  à  ceux  de  la  rédui 


te 


suivante. 

Il  p 

a"  ^''-  est  ajiproché  jiar  iléfaut.  Alors,     /'  '  l'est  par  excès, 

V/»  \'/'    I 

1  .  I  '  /)  •  ''     T  »        l'- 

est   moins  approche  que  -p-  et  par  suite  que  j-  L  application 

du  résultat  précédent  nous  donne  a  ]>  P,,,  b'^Qp. 

Ce  théorème  montre  que  les  fractions  les  plus  simples  four- 
nissant la  plus  <:rande  approximation  sont  les  réduites. 

Ainsi,  l'une  des  premières  réduites   de   -  est  — -  qui  donne 

six  décimales  exactes  et  par  suite  la  même  approximation  que 

la  fraction  — — — •  dont  les  termes  sont  bien  plus  élevés. 

m'' 

Ce  qui  précède  explique  avec  quelle  commodité  la  théorie 
des  fractions  continues  permet  de  classer  les  nombres  incom- 
mensurables d'après  la  rapidité  avec  lacjuelle  ils  peuvent  être 
approchés  par  des  nombres  commensurables. 

On  ne  retient  ])armi  tous  les  nombres  commensurables  que 
ceux  qui  fournissent  la  plus  grande  approximation,  eu  égard  à 
leur  dénominateur,  les  seules  valeurs  de  n  auxquelles  la  fonction, 
■!/(/?)  doit  l'allure  de  sa  croissance. 

La  croissance  la  plus  faible  pour  '^(n)  correspond  évidem- 
ment  au   cas   des   quotients   incomplets   limités    en    grandeur. 

Approximation  par  les  nombres  rationnels  de  certaines  classes 
de  nombres.  —  Nous  appellerons  nombres  de  la  première  classe 
les  valeurs  des  fractions  continues  pour  lesquelles  les  quotients 
incomplets  sont  limités  (au  plus  égaux  à  i  o,  pour  fixer  les  idées, 
avec  i^a„).  La  classe  des  nombres  ainsi  définis  est  aussi  riche 
que  l'ensemble  de  tous  les  nombres  positifs;  car  on  peut  éta- 
blir une  correspondance  biunivoque  entre  ces  deux  classes. 

En  effet,  la  transformation  x  =  —r^ —  établit  d'abord  une  cor- 

'  X  -r-  \ 

respondance  biunivocjue  et  réciproque  entre  l'ensemble  des 
nombres  positifs  x'  et  l'ensemble  des  nombres  x  inférieurs  à  i  o.  Il 
suffit  donc,  pour  notre  objet,  d'établir  une  correspondance  entre 
les  nombres  de  la  première  classe  et  les  nombres  positifs  inférieurs 
à  lo,  A  un  nombre  écrit  dans  le  système  décimal,  inférieur  à  i<», 
je  fais  correspondre  la  fraction  continue  ayant  précisément  pour 


f|uc)llents  iii((>iii|ilcts  les  cliiUres  suiccssifs  de  ce  nombre,  le 
(|U(>liciil  iii((>iii|)l('l  ((iri-csixiiid;!  Il  I  un  (  lillTre  <»  étant  m  et 
réci|)i'()(|m'ment  ;  à  une  fraction  tic  la  première  classe,  je  fais 
corres|)(iiulre  le  nombre  qui  a  pour  cliillies  clans  le  système 
iléciiuai  les  (|U()lienls  incomplets  successifs  de  la  fraction, 
au  quotient  i<»  correspondant  le  chiffre  <>.  Par  exemple, 
à  -=  .5,1  1 1. ")»)•>. .  .  ,  je  fais  correspondre  la  fraction 

(  '),  1 ,  -i,  I ,  '<.  <),  ?,....  I. 
A  la  fraction  (  I  (),  i<>,  i,   |,  ...)  je  fais  correspondre  le  nombre 

O.OI   j  .   .  .     =    \/\>.   1    • 

J 

Cette  loi  rattache  donc  à  toute  fraction  continue  de  la  pre- 
mière classe  un  nombre  unique  positif  inférieur  à  lo.  Mais,  si 
un  nombre  de  la  première  classe  ne  peut  être  représenté  par 
une  fraction  continue  que  d'une  seule  manière,  dans  l'en- 
semble des  nombres  positifs,  certains,  les  fractions  décimales 
peuvent  être  représentés  de  deux  façons  :  i,)  peut  s'écrire 
i,.)(>oo...  ou  i,r>()()....  Donc,  à  i,')  notre  loi  fait  correspondre 
les  deux  nombres  de  la  première  classe 

(1.3,  H),  lo,  .  .  .  )     et     (  I ,  '2.  9,  <).  .  .  .). 

Donc,  à  un  nombre  quelconque  positif  inférieur  a  lo  correspond 
au  moins  un  nombre  de  la  première  classe.  La  première  classe  est 
donc  au  moins  aussi  riche  que  l'ensemble  des  nombres  positifs 
inférieurs  à  i  o.  Elle  ne  peut  l'être  davantage,  puisqu'elle  est 
incluse  dans  l'ensemble  des  nombres  compris  entre  i  et  i  i .  Ce 
sont  donc  deux  ensembles  «  de  môme  puissance  »  (  '  ). 

Étudions  la  fonction  •l{n)  pour  les  nombres  de  la  première 
classe.  Supposons  donc  a„  5 1  o  (évidemment,  on  pourrait 
remplacer  i<>  par  tout  autre  nombre).  On  a 


Oi 


p» 

> 

Q//  +  2 

«n+î 

'^'«-1-2 

Q„  <.>„- 


(')   Voir  mes  Leçons  sur  In  théorie  des  fondions.    Xolc  I. 


■  >  I 
donc 
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D'ailleurs 


clttlii" 


-.  '    . 

^  i-^Q,^ 

a  — 

< 

•    /;  '  1              >    Il 

k>/<.l             <.»« 

%  — 

h 

(>?.  ' 


/i  étant  compris  entre  des  limites  indépendantes  du  nombre  a 
et  de  n.  La  fonction  '^(n)  peut  donc  être  prise  égale  à  kn-,  k  étant 
fixe. 

Parmi  les  nombres  de  cette  première  classe  figurent,  comme 
nous  le  montrerons  plus  loin,  une  partie  des  nombres  algé- 
briques. Étudions  la  fonction  •l{n)  relative  aux  nombres  algé- 
briques quelconques. 

Un  nombre  incommensurable  est  dit  algébrique  s'il  est  racine 
d'une  équation  algébrique  à  coefficients  entiers  (ou  rationnels}. 

Si  l'on  envisage  p  équations  algébriques  à  coefficients 
entiers,  à  p  inconnues,  chacune  des  solutions  de  ce  système 
est  constituée  par  des  nombres  algébriques.  Car  chaque 
inconnue  est  racine  du  résultant  obtenu  en  éliminant  les  (p  —  i  ) 
autres  inconnues  entre  les  p  équations  et  ce  résultant  est  à 
coefiicients  entiers. 

D'après  ce  principe,  les  racines  d'une  équation  algébrique  à 
coefficients  algébriques  sont  elles-mêmes  des  nombres  algé- 
brif|ues  ;  il  en  est  de  même  des  parties  réelles  et  imaginaires 
des  racines  d'une  équation  à  coefficients  entiers. 

Cherchons  l'approximation  qu'on  })eut  obtenir  d'un  nombre 

algébrique  ç  avec  un  nombre  commensurable  — .  en  donnant  à  q 

des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes. 

Soit 

/( x)  =  (ifiX"  -{-...-—  a„  —  o 

l'équation  irréductible  dont   ;  est  racine;  n  est  dit  l'ordre  du 
nombre  algébrique  ;.  On  a 

d'où 


/(f)  =  (-f)/'a'. 
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l\' 


'/.  (■I;inl   ((iinpiis  ciitif    ;  el  -•  Si  -est   la  \aleui'   la  plus  ai)iiro- 
'  '/  '/ 


chée  tle  ;  à       près, 


/,  —  ;    <C  -'  J'O')  est  très  voisin  de  /'(;)  et 


en  tous  cas  possède  une  limite  supérieure  M  aisée  à  obtenir  et 
indépendante  de  q.  En  remplaçant  le  premier  membre  par  une 
<iuantité  inférieure  en  valeur  absolue  et  le  second  par  une 
quantité  supérieure,  on  trouve 


> 


Ma" 


Donc,  étant  donné  un  nomlue  algébrique  ;  de  degré  n,  on 
ne  peut  pas  es{)ércr  trouver  des  valeurs  de  q  telles  que  sa  valeur 

approchée  à  -  près  en  dilïèrc  de  moins  de  ^^ — -  ('  ). 

Il  est  évident  ([u'il  y  a  des  nombres  échappant  à  cette  limi- 
tation, tels  que    ; —  -|  soit  inférieur  à  e    /,  ou  à  e  '"',  pour  une 

infinité  de  valeurs  de  q.  Donc,  à  un  certain  point  de  vue,  les 
nombres  algébriques  sont  parmi  les  nombres  les  plus  éloignés 
des  nombres  rationnels,  et  l'éloignement  est  d'autant  plus 
grand  que  le'degré  du  nombre  est  plus  faible.  D'ailleurs,  pour 
les  nombres  rationnels  eux-mêmes,  si  l'on  exclut  les  fractions 

'"  coïncidant  avec  ;  =  ^- •  la  différence  -  — ;  est  en  valeur 
absolue  supérieure  ou  égale   à  yj-  • 

^Nous  allons  retrouver  par  voie  directe  le  résultat  pour  n=  <, 
en  le  rattachant  à  ce  que  nous  avons  démontré  sur  les  fractions 
à  quotients  incomplets  limités,  grâce  à  la  propriété  des  nombres 
algébriques  du  second  degré  d'être  développables  en  fraction 
continue  périodique  (Lagrange). 

Les  nombres  du  second  ordre  et  les  fractions  continues  pério- 
diques. —  On  distingue  les  fractions  continues  périodiques  en 
deux  espèces  :  les  simples,  telles  que  l'ensemble  des  ([uotients 
incomplets  qui  se  reproduisent  périodiquement  commence  au 
premier  a„(a„7z=o);  les  mixtes,  qui,  avant  la  première  période, 


(')    l'oir  la  Note  au  bas  de  la  p.    i<>i. 
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contiennent  un  certain  nombre  de  quotients  incomplets  irrégu- 
liers. Les  fonctions  périodiques  simples  sont  telles  que  [a^i,ai, 
a_,,  ...,  a„,  a,,,  a,,  ...,  a„,  a,,,  ...)>  ^^s  mixtes  telles  que  (6,,,  ^u  •••» 
6/,,  a,„  a,,  .  .  .,  fl„,  «0,  «.,    ...,a„,  «0,   .  .  .  )  avec  6,,^^=  a„. 

Le  théorème  île  Lagrange  résulte  du  suivant  :  La  condition 
nécessaire  et  suj/isante  pour  quanti  nombre  positif,  supérieur  à 
IN,  soit  déi'eloppable  en  fraction  continue  périodique  simple, 
^st  qu  il  soit  racine  d'une  équation  du  second  degré  à  coej/icients 
■entiers  dont  l'autre  racine  soit  négative  et  supérieure  à  moins  un. 

La  condition  est  nécessaire;  car  soit 


Si 

V''  V'"-i 

y  s'obtient  en  reniiilacant,  dans  —^ "   '  >   A  successivement 

•par  a„,  a,,-)-  — »  (a„,  a,,  a^),  ...,  à  la  limite  par  la  fraction  con- 
tinue indéfinie  qui  commence  au  [n  +  2  )'  ""'  quotient  incom- 
plet, c'est-à-dire  par  v.  Donc 

V    =    ^ 

<.'».>■  ^<,>„, 

ou 

Q,/ ,>'-  —  *  1'/,— <,'//   1  I.)  —  1'//    I  =  ", 

équation  qui  a  ses  racines  de  signes  contraires,  la  positive  étant 
supérieure  à  i,  d'après  —  ]>a„<^i,  la  négative  à  — i.  La 
■  condition  est  donc  nécessaire. 

Réciproquement,  soit  Ax-  —  Bx — C  =  ^>  une  équation  rem- 
plissant les  conditions  de  l'énoncé  :  A,  B,  C  sont  positifs  et 
.l'on  a,  d'après  /'( —  i  )  >■  (i,  /'(  i  )  >  <•, 


Développons  la  racine  positive  en  fraction  continue.  Soit  fe„ 
la  partie  entière  de  la  racine  positive.  C'est  le  plus  grand  nombre 
entier  dont  le  résultat  de  substitution  soit  négatif.  Pour  déter- 
miner le  quotient  b,  nous  posons 

a*  =  ^1, -i 
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6,  est  la  partie  entière  de  .r,  ;  d'après  x,=  - — j- l'équation  en  x, 

a  sa  racine  correspondant  à  la  racine  ])ositive  de  l'équation 
en  .T,  positive  et  supérieure  à  i.  La  valeur  en  x,  correspondant 
à  la  racine  négative  en  a- est  négative  et  supérieure  à  — i. 
L'équation  en  x,  est  donc  du  même  type  que  la  première.  Si  on 
la  met  sous  la  forme 

.\,./j  —  HiJ-,  -  G,  =  o, 

on  trouve 

A,  =  —  A^î—  H/>„-T-C, 

B,=     >.\ù„—\i. 

C,=  A. 

Je  détermine  comme  ci-dessus  la  partie  entière  b,  de  a:,  ;  con- 
naissant 6|,  pour  avoir  b^,  quotient  incomplet  suivant,  je  pose 

xi  =  0,- 

a-, 

L'équation  en  x^.  sera  de  la  forme 

et  satisfera  encore  aux  conditions  de  l'énoncé.  Ainsi  indéfini- 
ment, je  détermine  successivement  autant  de  quotients  incom- 
plets que  je  voudrai.  Je  dis  que  les  équations  successives  qui 
déterminent  ces  quotients  ne  peuvent  pas  être  indéfiniment 
distinctes. 

Formons  le  discriminant  de  l'équation  en  x,  ;  on  trouve 

Ceci  d'ailleurs  résmlte  du  fait  qu'en  rendant  homogènes  les  pre- 
miers membres  des  deux  équations,  on  passe  de  la  forme 

à  la  forme 

Ai./'i—  15,. r,  V,—  C,  }f, 

par  la  substitution  x=  è„.T,  +  .'i  .  1' =  ^i>  substitution  de  mo- 
d  ule  égal  à  —  i . 

Le  discriminant  des  deux  formes  est  donc  a  priori  le  môme. 
Soit  D  sa  valeur.  En  passant  de  l'équation  en  x,  à  l'équation 
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en  .r^,  on  ne  changera  pas  davantage  le  disiTlinlnant,  cl  ainsi  de 
suite.  Donc,  quel  que  soit  m,  on  a 

!«/,,  ^  i  A,„(:,„:^  1). 

Le  nonilire  des  solutions  de  cette  équation  en  nombres 
entiers  positifs,  A,„,  B,„,  C,„,  est  évidemment  limité;  il  y  a  en 
particulier  au  plus;  D  valeurs  de  B,„;  la  condition  [A,„  — C,„|=B,„ 
réduit  même  ce  nombre  de  solutions.  Soit  q  le  nombre  de  ces 
solutions.  Il  est  certain  que,  parmi  les  équations  de  rang  in- 
férieur à  <7  +  ''■,  il  y  en  a  au  moins  deux  identiques.  Soit 
p -\- ■>-  le  rang  de  la  première  équation  (jui  se  reproduit,  et 
p -\-  n -\-  A  celui  de  la  première  qui  la  reproduit.  Puisque  les 
racines  de  la  (p  +  ■>)''""'  équation  sont  identiques  à  celles  de 

la  (p  -f  ;j  +  /5)"" ,  l'équation  de  rang  p  +  i  sera  identique  à 

celle  de  rang  p  +  n  +  i,  et,  d'une  façon  générale,  les  équations 
de  rang  p -j- /i -{- ). (^n -\- \  )  seront  identiques  entre  elles  quels 
que  soient  l'entier  a  positif  et  l'entier  /i  compris  inclusi- 
vement entre  a  et  n  -{-  i. 

Donc,  la  fraction  qui  développe  x  est  périodique,  la  période 
contenant  n  +  i  termes.  On  a 


/a„  6,. 


Je  dis  qu'i7  est  impossible  que  le  quotient  b^  ne  soit  pas  le 
premier  qui  se  reproduise.  Supposons  p  =  <».  Les  quotients 
b„,  6,,  .  .  .,  b^n  sont  par  hypothèse  irréguliers,  c'est-à-dire  qu'on 
a  bp  -^  a„.  Je  vais  montrer  que  ceci  conduit  à  une  contradiction. 
En  effet,  la  fraction  (a„,  a,,»  ...,«„  ,,  a„,  a^,  .  .  . ,  a„_i,  .  .  .  )  est 
périodique  simple,  de  période  a„,  a„,  .  .  .,  a„_,.  Soit 

l'équation  qui  l'admet  pour  racine  et  qui  satisfait  aux  condi- 
tions de  l'énoncé.  On  a 

I 

z  =  n„- 

L'équation  en  i-  a  pour  racine  la  fraction 

( ao,  (II,  .  .  .,  (i„,  a„,  ....  «„,  . . .;  =  ^,,-hi. 
C'est 
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Dans  relie  ('(nialiun  /  ,,^ ,  (—  i  )>  ..,  y,,^,  (())<«.,  J',,^,{  +  i  )<o. 
On  a 

^-,  j  )  =  —  (  c  —  a„  )'/,M  I  (  ;^ )  • 

b>riv(»ns  (luc  g{z)  satisfait  aux  conilitions  de  renoncé.  On  a, 
iMi  parliiulicT.  ])<Hii'  :=  —  i,  :;  =  (i, 

-^-'(-T^)>-     -^'■■'i-7r.)<- 

Ces  conditions  expriment  que  la  racine  négative  de  l'équation 

en  r  est  comprise  entre et a„  est  donc  la  partie 

'  '(,1  <i„  - 1  ' 

entière  de ,  »  r'  étant  la  racine  négative  de  l'équation  en  i. 

Ceci  montre  que  si,  dans  l'équation  en  r,  on  fait  la  transforma- 
tion en  T'  il  n'y  a  qu'une  seule  valeur  entière  de  h  telle  que 

l'équation  en  z  satisfasse  aux  conditions  de  l'énoncé.  C'est  a„.  Or, 
d'après   a;/,=  6/,+  -^   pour    b^=b^,,   nous   obtenons  l'équation 

en  X,,  qui  satisfait  aux  conditions  de  l'énoncé.  Donc,  b-,=:a„. 
Donc,  bf,  n'est  pas  un  quotient  irrégulier.  Il  ne  peut  pas  y 
avoir  de  quotient  irrégulier.  La  fraction  est  périodique  simple. 

Il  nous  sera  facile  maintenant  d'indiquer  la  marche  à  suivre 
pour  développer  une  racine  particulière  d'une  équation  du 
second  degré  à  coefficients  entiers,  irréductible.  Soient  x  la 
racine  à  développer,  x'  la  seconde. 

Voici  les  divers  cas  possibles.  Pour  chacun  d'eux  est  indiqué 
le  moyen  de  passer  à  l'un  des  sui\ants,  le  dernier  cas  étant  celui 
de  la  fraction  périodicjue  simple  : 

i"  X  <^  (>.  On  fait  la  transformation  en  —  x. 

j."  o  <C'x  <^\.  On  transforme  en  -• 

.i"  x  et  x'  ont   même  partie  entière.  Soit    b,     i    cette  partie 

entière.  On  transforme  en  b„-\-       ■  Si  x,  et  x    ont  encore  même 

■'■| 

partie  entière,  on  répète  l'opération  et  ainsi  de  suite.  Il  est 
impossible  de  trouver  indéfiniment  même  partie  entière  pour 
les  racines  des  éciuations  transformées  successives,  sans  quoi 
X  et  x',  ayant  même  développement  en  fraction  continue,  coin- 


i4<>  (-11  w'i iKi:  \ . 

cidenl.  Mais  alors  .r  et  x'  sont  rationnels,  et  nous  aboutissons  à 
une  contradiction.  Il  arrive  donc  un  uHunont  où  r  et  x'  sont 
séparés  par  un  entier  : 

i"    i  <Cx  <ax\  X  élanl   séparé  de  .»'  par  un  cnlier.  Si  ^„  est  la 

partie  entière  de  x,  on  transfiuMue  eu  />„ -| ■•  :r,  est  supérieur 

'i 

à    I,  :r,  est  inférieur  à   i. 

•)"  o  <Cix'<^x,  x'  et   X  étant    séjtarés  ])ar  un  entier  au  moins. 

On  transforme  en  b„-\- 

(»"  .'»  ^  I ,  x'<^ — I.  La  même  transformée  nous  conduit  au  cas 
tinal. 

-"  .r]>i,  — i<^a;'<^().  x  est  développable  en  fraction  con- 
tinue périodique  simple. 

En  résumé,  nous  ne  stationnerons  qu'une  fois  au  plus  dans 
chaque  cas,  sauf  au  troisième  où  l'on  peut  rester  un  nombre  fini 
de  fois.  En  tous  cas,  au  bout  d'un  nombre  limité  de  quotients 
irréguliers,  on  arrive  à  une  fraction  périodique  simple.  C'est  le 
théorème  de  Lagrange, 

Cette  propriété  des  nombres  algébriques  du  second  ordre  a 
donné  naissance  à  des  recherches  arithmétiques  intéressantes, 
en  vue  de  la  généraliser  aux  ordres  supérieurs.  On  a  en  parti- 
culier cherché  pour  chaque  degré  des  algorithmes  analogues  aux 
fractions  continues  (Minkowski)  au  moyen  desquels  les  nombres 
de  ces  degrés  possèdent  une  représentation  simple.  Nous  ne 
nous  occuperons  pas  de  ces  généralisations  qui  n'ont  pas  un 
rapport  direct  avec  l'objet  de  notre  étude. 

Le  théorème  de  Lagrange,  sur  la  périodicité  des  fractions  con- 
tinues représentant  les  nombres  du  second  ordre,  nous  montre 
en  particulier  que  les  quotients  incomplets  pour  une  telle  frac- 
tion sont  limités,  et,  par  suite,  l'approximation  d'un  tel  nombre 

par  un  nombre  rationnel  —  est  égale  à  -r,  h  étant  limité  infé- 

rieurement  indépendamment  de  q.  C'est  le  résultat  de  Liouville 
pour  les  nombres  algébriques  du  second  ordre.  Mais  le  théorème 
de  Lagrange  nous  fournit  une  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  qu'un  nombre  soit  du  second  ordre,  tandis  que  la 
condition  de  Liouville,  nécessaire,  n'est  nullement  sullisante. 
Elle  est  en  effet  remplie  par  tous  les  nombres  de  la  prernière 
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classe,  dont  l'ensemble  a  la  puissance  du  continu,  tandis  que  les 
nombres  algébriques  du  second  ordre  (et  même  de  tous  les 
ordres  réunis)  sont  en  infinité  dénoinljrable  et  même  ejfeclive- 
ment  énumérable  ('). 

Donnons  «{uelques  exemples  de  développement  en  fraction 
continue  de  nombres  du  second  ordre. 

Soit  à  développer  x'=  .i  (c'est  le  cas  ()").  Nous  posons 


d'où  ré<juation 


I 
•^1 


T-^  —  >.Ti  —  I  =  o, 


qui  i)ossèdo  une  racine  entre  >-  et  ')  et  une  négative  supérieure 
à  — I.  La  première  est  développable  en  fraction  périodique 
simple.  Le  nombre  de  quotients  incomplets  distincts  est  au  plus 
égal  à  celui  des  solutions  distinctes  de 


\V- 


Une  seule  solution 


i.\<;  =  s. 


A  — G 


B. 


Il  n'y  a  donc  qu'un  quotient  à  la  période  :  c'est^2.  On  a 


V    A   =   I    -r- 


Ceci  nous  donne  des.valeurs  approchées  de  y/a,  par^des^frac- 
tions  simples.  Les  réduites  successives  sont 


I        t       3       7 

-  ■>     —  j        '     — 
<)        1        7.        ) 


"./      7'^'       ""J 


Soit  -  l'une  de  ces  réduites.  On  a  ] 
Y 

I  P' 


'/■ 


N  étant  un  nombre  entier  non  nul.  ou 


.-,, 


i';-^'')"- 


(  '  >  Voir  la  Note  pp.   lô  et  i>(i 


u 


(IIAIMTRK    V. 


et,  comme  —  est  très  voisin  de  v  ■>, 


'/ 


\  > 


N ( I  -H  £  ) 


tendant  vers  zéro  quand  q  rroîl  indéfiniment. 
D'ailleurs 


d'après 


es 

f-«^' 

1 

-/. 

, 

Il         Q„ . 

"  ^>-.«j/i^ 

donc, 


Donc  N  =  I ,  dès  que  t  ■<  y  •>.  —  i .  Donc,  à  partir  d'un  certain 
rang  (qui  est  d'ailleurs  le  premier,  pour  /)  =  i ,  g  ^  i  ),  toutes  les 
réduites  -  du  développement  de  \  a.  sont  telles  que 

Considérons   le   cas   où    tous   les    quotients   incomplets    sont 

égaux  à  l'unité.  On  a 

I 


C'est  le  nombre  incommensurable  le  plus  éloigné  des  nombres 
rationnels  au  point  de  vue  de  l'approximation.  Cherchons  sa 
valeur.  On  a 


.r  =  1  -I-  — 


T- —  X  —  I  =  (I  : 


d'où 


.^v/o 


Ce  nombre  se  rattache  à  \^),  bien  que  le  développement  de  \/.> 
n'ait  pas  la  même  période.  On  trouve  en  effet 

y/5  =  •'.  H 
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Il   est   facile   tic    se    midrc    coinittc  ;i   inirll»;   coud  il  nm    deux 
nombres  irralioiuicls  jxnuioiit    ne  dilli  rtr  (|ii('  |);ii'  un   iioiiihre 

liinilr  (le  (niolioiits  inconi|tl('ls.  Sditiil    // I> .,  1rs  (piot  i^'iils 

du    |iiciiiii'i' ,    aiilriKMirs    à    li-iii-     |i;irtic     ((iiimiiiiic ,     b ,    b 

*<eiix  du  sccund,  x  rirr;i  t  iiiiiiitllc  lnriiu'c  par  les  quotients  coin- 


,t'    picmicr  iioMihrc  y  csl   i'\ii\\  a    - 


I',.- 


/'    1  v>> 


«'•tant    les   tleux  dernières  rôduiles  de    la    fraction    (/y,,,    .  .  . ,  b  ,) 
])(•  Micnie,  )■'=   -'- '/— •  On  a   manifestement 

,       A  V  ^  \i 

et   la  théorie  des  substitutions  montre  que 

Al»  —  HC  =rzi. 


Approximation    des    nombres    quelconques    par    les    nombres 

rationnels.  —  Soient  -  et      deux  nombres  rationnels  voisins.  1! 
7 

est  naturel  de  comparer  leur  (Ulférence  à  leurs  dénominateurs. 
Comme  nous  avons  vu  cpie  l'approximation  par  un  nombre 
rationnel  n'est  remarquable  que  dans  les  cas  où  elle  est  inférieure 
à  rin\(>rs('  du  carré  du  dénominateur,  c'est  aux  inverses  de  ces 
carrés  que  nous  comparerons  la  dillérenc^  de  deux  nombres 
rationnels.  Nous  poserons 


7        •>•  1  -.7-        *■'/ 


et  le   nombre    a  sera   appelé   par  nous  Vécart  relatif  des   deux 

nombres  -  et  -• 

7        -^ 

En  faisant  tendre        vers  un  nombre  irrationnel   a,  le  déno- 

s 

minateur  s  tend  vers  l'infini;  nous  écrirons  donc 


et  nous  donnerons  à  a  le  nom  (ïécart  relatif  de  -  et  de  a. 

7 

Examinons  l'écart  relatif  de  deux  réduites  consécutives  d'une 


I  i  i  i:ii  \i'i  nu-:   v 

fraction  oonfinuc.  On  a 


Q« 


en  posant 


Nous  allons  étudier  la  limite  inférieure  du  second  membre. 
Son  minimum,  (j.„  étant    une  variai)le   arbitraire,  est   2,  pour 

'ji„=  1;  donc  /. '^  -  >  quel  que  soit  -j.,,.  Nous  allons  chercher  une 

limite  plus  précise.  La  valeur  de  .  croît  avec  u„  dès  que  ;j.„]>  '• 
Or,  si 


lJ-n-\ 


Supposons  a„  2  u.  Alors,  on  trouve  )><C  j.  limite  préférable  à  la 

première.  Cherchons  ce  qui  se  passe  pour  les  quotients  incom- 
plets égaux  à  I.  Faisons  a„=^  1.  On  a 


U,,  =    I  -h 


Par  cette  relation,  u.,,  ,  et  'j.„,  considérés  comme  variables 
arbitraires,  varient  en  sens  inverse.  Si  cette  relation  est  satis- 
faite pour  une  valeur  commune  des  deux  variables,  cette  valeur 
sera  toujours  inférieure  à  l'une  d'elles  (et  supérieure  à  l'autre). 

Cette  valeur  commune  est  donnée   par   l'équation   ;7.  =  1  -| ; 

d  o  u  V.  = 

La  valeur  correspondante  de  ).  est  -^• 

V  '> 
En  résumé,  si  a„  est  supérieur  ou  égal  à  2,  l'écart  de  deux 

réduites  — ^  et     ""'  est  inférieur  à  .  et  a  fortiori  a  —-■  Si  a„^=  \ , 

1,.  J        i 

cet  écart  ou  1  écart  de  - 


et  de  — '-^  est  inférieur  à  -^ 


Donc,  on  peut  affirmer  que  si  l'on  envisage  trois  réduites  con- 
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séculives,  si  l'on  calcule  l'écart  des  deux  premières  ou  l'écart 
des  deux  d(!ruières,  l'un  au  moins  de  ces  écarts  est  inférieur  à        • 

l'.xaniinous  le  cas  où  a„,  a,,^.,,  .  .  .  =  i .  Alors,  '-'.,/+/.  est  allcr- 

.    f ,  .         ,     1  -^  V  > 

naliviMuent  supérieur  ou  inierieur  a   .   mais   arrive   a  en 

i 

différer  d'aussi  peu  (ju'on  veut.  La  valeur  correspondante  de  ). 

donnée  par  )>/,_(./,  =  •J;,^p-\ tend  vers  — -.  en  oscillant  autour 

d'elle. 

Ce  fait  montre  qu'il  serait  impossible  de  remplacer  — ^  par 

un  auUe  nombre  pour  limiter  supérieurement  )..  —  est  le  plus 

})etit  nombre  limitant  supérieurement  l'écart  d'un  couple  de 
réduites  consécutives  ou  du  couple  suivant. 

Nous  appellerons  intervalle  canonique  attaché  à   un  nombre 

rationnel  -  l'intervalle  — — —  à       -| ;= 

'/  7         v^j  7^       V         v/'  7- 

Nous  considérerons  tous  les  nombres  de  cet  intervalle  et 
en  particulier  les  nombres  irrationnels  de  cet  intervalle  comme 

normalement  approchés  i)ar  —  • 

Soit  y.  un  nombre  irrationnel  quelconque.  Développons-le  en 
fraction  continue.  Nous  savons  que  pour  deux  couples  consé- 
cutifs de  réduites  l'écart  de  l'un  des  couples  au  moins  est  infé- 
rieur à  —  •  Soit  —^^—^,  —^  ce  couple.  Supposons,  par  exemple, 


On  a 


ou 


■    Q«-.  " 

Q. 

(è 

n-J 


Ceci  montre  que  les  intervalles  canoniques  relatifs  aux  ré- 
duites  — ^.    ,  "   '   empiètent  l'un  sur  l'autre,    a,   étant    comiu-is 

entre  les  deux  réduites,  appartient  à  l'un  au  moins  des  intcr- 
K.    15.  lo 


I  if»  (Il  vnnii-:  v 


^allos.    Oono.   sur  trois  rriliiil  l's    tonsôcutivos,  l'une   au   moins. 


soit  — -^  ■  tlonni'  lieu  à  riuéualitt 


".  O' 


Donc,  fout  nombre  y.  aj)|)artient  à  une  infinité  d'intervalles 
canoniques.  Il  est  essentiel  île  remarquer  que  si  l'on  envisageait 

des  intervalles  tels  que -, — -  à   -  -| — - — '- <  i{uelque  petit 

'/  \  '">  </-  '/  V   i  </- 

que  soit  le  nombre  lixe  :,  il  y  aurait  des  nombres  a  qui  ne  seraient 
intérieurs  qu'à  un  nombre  fini  de  tels  intervalles.  Ce  seraient 
les  nombres  dont  tous  les  quotients  incomplets  seraient  égaux 
à   I  à  partir  d'un  certain  rang. 

Pour  que  les  nombres  rationnels  eux-mêmes  soient  intérieurs 
à  une  inlinitc  d'intervalles  canoniques,  il  est  nécessaire  d'envi- 
sager aussi  des  intervalles  canoniques  relatifs  à  des  fractions 

non    irréductibles.    En     effet,    soient  —    et    -   deux    fractions. 

Si y- 

'/  * 

diviseur  /.,  si  p  =  t-p',  q  =  /~q' 


?±  o  et  si  p  et  q  admettent  pour  plus  grand  commun 


Zi  _  -      JL , 


Si  donc  le  premier  membre  est  inférieur  à   -— —   on  a  s<^  -^• 

Le  nombre  des  fractions  approchant  de  —  normalement  serait 

7 

fini.  On  évite  cet  inconvénient  en  ne  supposant  pas  dans  la 
définition  des  intervalles  canoniques  la  fraction  irréductible. 
Grâce  à  cette  convention,  tout  nombre,  rationnel  ou  irrationnel, 
sera  à  l'intérieur  d'une  infinité  d'intervalles  canoniques.  Il 
résulte  par  suite,  d'un  théorème  général  sur  lequel  nous  n'in- 
sisterons pas  ('),  qu'il  est  possible  de  recouvrir  un  intervalle 
déterminé,  par  exemple  l'intervalle  de  zéro  à  un,  par  un  nombre 
fini  d'intervalles  canoniques,  de  telle  sorte  que  tout  nombre 
compris  entre  <>  et  i  soit  intérieur  à  un  au  moins  de  ces  inter- 
valles. De  plus,  cette  opération  peut  être  faite  d'une  infinité  de 

(')  Voir  Leçons  sur  les  fondions  de  variables  réelles,  p.  'j. 
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manières  distinctes.  En  d'autres  termes,  si  nous  désignons  par 
système  complet  un  ensemble  d'intervalles  canoniques  en  nombre 
fini  recouvrant  complètement  le  segment  zéro-un,  il  existe  une 
infinité  de  systèmes  complets,  tels  que  deux  quelconques 
d'entre  eux  ne  possèdent  en  commun  aucun  intervalle  cano- 
nifjue. 

Nous   dirons  que  deux  fractions  —  et     sont  adjacentes  entre 

elles  lorsque  les  intervalles  canoniques  correspondants  se 
recouvrent  partiellement.  En  d'autres  termes,  leur  écart  relatif 


est  inférieur  à  — ;  on  a 

P  _ 
Y 


f     /  I  I 

7^  ^.¥'  "  ? 


Nous  allons  déterminer  effectivement  de  tels  systèmes.  Il 
nous  sera  commode  pour  cela  d'utiliser  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Etant  donné  un  système  limité  de  fractions 
[comprises  entre  o  et  i)  renfermant  une  fraction  égale  à  zéro  et 
une  fraction  égale  à  un,  pour  que  ce  système  soit  complet,  il  est 

nécessaire  et  suffisant  que,  étant  donnée  une  fraction  quelconque 
du  système,  il  soit  possible  de  troui^er  deux  fractions  -  et  -  du  sys- 
tème, Vune  supérieure,  Vautre  inférieure  ou  égale,  ou  identiques 

à  —  et  adjacentes  entre  elles. 
H 

Soit,  en  effet,  —  la  fraction  du  système  qui  est  égale  à  zéro, 
OU  l'une  quelconque  d'entre  elles  s'il  y  en  a  plusieurs.  Par  hypo- 
thèse, il  existe  deux  fractions  adjacentes  entre  elles  —  et  — ->  telle 
qu'on  ait 

7,      Yi         Yi 

D'ailleurs,  comme  —  =  o  et  que  ^  ne  peut  pas  être  négatif, 
...  V.  ^       Yi  ^ 

on  a  ici  certainement 


i4S  (  Il  \i'i  nu:  V. 

De  même,  à  la  fraction  —  correspomlent  deux  fractions  adja- 

centes  entre  elles  ^  et  -^-^  telles  (iu  on  ait 

On  écrira   de   même  la   relation  générale 

/'p.-i  .     Pv.         /'ix-t-i 


(^■) 


7|ji^  I      7ix       7|x+> 


les  fractions  -^  >    —   appartenant  au  système,  quel  que  soit  a, 
7:j.     '/ti 

et  les  fractions  — - —  et  — —  étant  adjacentes  entre  elles. 

7;j-i  7U.-I 

Les  fractions   —  vont  en  croissant  avec  a;  comme  les  frac- 

7u. 

tions  du  système  sont  en  nombre  limité,  et  que  la  plus  grande 
d'entre  elles  est  égale  à  l'unité   (il  peut  y  en  avoir  plusieurs    . 
égales    à    l'unité),    il    arrivera    nécessairement    que,    pour    une 

certaine  valeur  de  u.,  la  fraction  —  sera  égale  à    i  ;  si  nous  dési- 

7!J. 

gnons  cette  valeur  par  m,  nous  aurons 

'J  m         (}  m     1  7'" 

les    fractions  —    et  —  étant    adiacentes. 

Il  s'agit  maintenant  de  faire  voir  que  l'ensemble  des  fractions 

(4)  ^>      —  (  a-i,v.,  ...,/n) 

7ix        7u. 

constitue  un  système  complet.  Pour  cela  il  suffit  de  montrer 
que,  quel  que  soit  A,  l'ensemble  des  intervalles  canoniques 
relatifs  à  celles  des  fractions  (4)  pour  lesquelles  a  est  inférieur 
ou  égal  à  h  recouvre  complètement  l'intervalle  compris  entre 

<»  et  —  •    Cette  proposition  est  vraie  pour  h  =  i,  car   alors  cet 

intervalle  se  réduit  au  seul  point  <>;  il  suffit  donc  de  montrer 
que,  si  la  proposition  est  vraie  pour  une  valeur  de  h,  elle 
subsiste  pour  la  valeur  immédiatement  supérieure  h  -f-  i. 


Ai'i'i  i<  \Tio.\s    vniiiiMKTioi'i:^.  149 

Or.  ceci  est  évident  pDur  i)cu  iiu'on  y  réfléchisse  et  tlevient 
iiihiitif    par    une    fij^ure;    les    intervalles    canoniques   relatifs  à 


A  B 

-H •: 1 1 1- 


'  '''^     et       ''''■>   étant    ailjaceiils.   rorouvrent   complètement   un 

scirnicnt  AB  tel  que  A  est  à  gauche  de      '"  '   (non  coïncidant  avec 

'///-i 

lui)  et,  par  suite,  à  gaui-he  de  —  .  B  étant  à  droite  de  '  ''"*  (non 
coïnciilant  avec  lui).  Si  donc  on  adjoint  ces  intervalles  aux 
inter\  ailes  ^(u  =  1,  >.,  .  .  .,/j),  lesquels  sont  supposés  recouvrir 

entièrement  l'intervalle    (  o,  —  )»   on  recouvrira  complètement 

\   ■  '/h 

l'intervalle  (  c,     "  '  )^  en  débordant  même  au  delà  des  extrémités. 

Il  suffit  de  faire  croître  le  nombre  /i  jusqu'à  la  valeur  m  pour 
avoir  le  théorème  I. 

14.  Nous  allons  maintenant  former  effectivement  des  sys- 
tèmes complets  de  fractions;  on  en  obtient  une  inQnité  par  le 
théorème  suivant  : 

Théorème   II.  —  Si  Von  désigne  par  A  et  B   deuv   nombres 

positifs  assujettis  aux  deux  conditions    ^    .  ^  ^   les  fractions 

dont  le  dcnoniinateur  est  compris  entre  A  et  B  constituent  un  sys- 
Itme  complet. 

Pour  démontrer  ce   théorème,   nous  nous  appuierons  sur  le 

théorème  I:  pour  chaque  fraction  -  de  l'ensemble  nous  démon - 
»  r  1  ,.j 

trerons  l'existence  de  fractions  -  et  —  de  l'ensemble  satisfaisant 

aux  conditions  du  théorème  I;  pour  cela,  nous  distinguerons 

deux   cas    généraux   suivant    (lue    -    est    irréductible    ou    non; 

chacun  de  ces  cas  se  subdivisera  d'ailleurs  en  plusieurs  suivant 
la  valeur  relative  de  q  par  rapport  à  A  et  B. 


niAlMIHK    V, 


Premier  cas.  —  La  fraction  —  est  irréductible. 

9 
1°  On  suppose  .!g<CB.  Nous  prendrons  alors 

-  =  ^ 

IV         q 

(le  signe  ^  signifiant  qu'on  a   p"  =  p,  w  =  g);  quant  à  la  frac- 
tion -y  nous  la   déterminerons  comme  il   suit   :   soient   a  et  S 

les  deux  nombres  inférieurs  à  -  et  tels  au  on  ait 

'/ 

/'?  — 7^=  — ' 

(on  peut  dire  aussi  que  y^  est  l'avant-dernière  réduite  du  déve- 

loppement  de  —  en  fraction  continue  ;  —  est  la  dernière  ). 

Si  l'on  a 

P/  —  (/y-  =  —  Il 
on  prendra 


r  =  ij)  -^  T., 

s  =  iiy  -t-  S, 

et  l'on  aura 

s           f/ 

■2  7  -+-  'i 

_  P 

<jy.  —  p2, 

car  -  est  supérieur  a  •->  et,  par  suite,  supérieur  a  ;  on  a 


d'ailleurs 


«<3(7<  B: 


la  fraction  -  satisfait  donc  aux  conditions  requises, 

Si  l'on  a 

P  ■^  -  V  ->«  =  —  I . 
on  prendra 


/•  =  3/)  —  a. 


et  l'o-n  aura 
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car  on  a  encore 

la  fraction      satisfait  encore  aux  conditions  rcfiuises. 

s  ' 

2^  On  suppose   .)<jr>B,   cesl-à-dire  q^—    Nous   pouvons 
développer  alors  —  en  fraction  continue  limitée, 


(Il  -^ 


en  nous  arrangeant,  comme  il  a  été  expliqué  plus  haut,  de  ma- 
nière que  le  nombre  des  quotients  incomplets  soit  pair;  dési- 
gnons par 

/A)_^>  Pi  —  1_  El  —        "-  1^-"  —  t 

les  réduites  de  cette  fraction  continue  ;  nous  considérerons  les 
trois  dernières  réduites 

P2/1-Ï  Pin     I  Pin    ^  £ 

<Jln—l  'lin-\  <lin  (J 

et  nous  supposerons  d'abord  que  q>n  2  et  Çj«_i  sont  supé- 
rieurs à  A. 

D'après  ce  que  nous  vu,  ou  bien  '^-iii— L  et  —  sont  adjacentes, 
nous  prenons  alors 

—  -^  £  ''  =  /*-"'-' 

ou  bien  L21-1.  et  '-^-^—-  sont  adiacentes,  dans  ce  cas  nous  pren- 
drons 

^  ^    />2->     2  '•  ^    Pin-\  . 

W     ~      <ll„-\  s      ~      IJi;       \     ' 

dans  les  deux  cas,  on  voit  visiblement  que  les  conditions  requises 
sont  vérifiées. 
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Il  reste  à  étudier  le  eas  où  les  nombres  q-,„    ,  et  q>„.>  ne  sont 
pas  tous  les  deux  supérieurs  à  A. 
Supposons  d'abord 

'/ui-  \  >  A  >  i]i„~i. 
écrivons  la  rolaliou  fondaincnlale 

(7)  '  72/1=  "îv-l'/î/i     \  —  '/in    1- 

Dans  le  cas  où  a^,,    1  est  supérieur  à  1 ,  on  a 

>  2  >   , 


'/2lt     I 


et  les  fractions      " "       et  ^-^'  sont  adjacentes  ;  on  prendra  alors 

'/2«-l  '/in 

Supposons  maintenant 

«,„  1  =  1, 
c'est-à-dire 

(8)  CJin=  (Jm     \~  (Il',-î\ 

on  a,  de  plus, 

B 

<9)  ^2«>  7^' 

(10)  72,,_j<A. 

Désignons  par  pq.,/   .j  le  plus  petit  nombre   entier,  tel  qu'il 
soit  supérieur  à  A;  on  aura 

(ri)  p  72«-2  >  A  ^  (  ç,  —  1  )  72„-2- 

Posons 

r  /'2f»-l  ''  ?/>2«-2 

s  qin-\  W  ^'J-ln-i 

Nous    aurons 

r  V  I  i 


i 


5  '>•  'jm    \<lii, 
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or    ou  ;i.  .r;i|)rès  (8),  (i,),  (lo),  (  i  i  ),  (r.<), 

'     SA. 


'/iu- 


p  —  I    '  ^  p  —  I 

donc 

,      ,  0  H'         ■>  A  (  ;V  -r-  I  )  r 

car  celte  dernière  inégalité  revient  à 

H>  3[a  ^^VâU*^  A)], 

et    elle  est  certainement  vérifiée  si  l'on  suppose  B>i")A-,  au 
moins  jtour  A ">  m».  Or,  la  relation  (i4)  peut  s'écrire 


d'où,  a  fortiori, 


0  I       I 


AH'  ^5    \iV-  S-  / 


Donc,  d'après  (ij),  les  fractions  -et  —sont  adjacentes. 
Il  reste  à  examiner  le  cas  où  l'on  a 

'/>,-!<   A. 

Nous  désignerons  alors  par  z  le  nombre  entier  tel  que 

?y2«-t-i  >  A_(v  —  r)72«- 1, 
et  nous  prendrons 

Il  viendra,  comme  tout  à  l'heure, 

r        V         p 

s  iV  Si\' 

p-«èA, 
sgîA, 


I   '  I  (  llM'ITHi:    V. 

et 

ps        9.  A(  A  -(-  I)  I 

—  < <  — 


—  A 


c'est-à-dire 


II         I    /  I         I  \ 


Les  cas  où  —  est  irréductible  sont  ainsi  complètement  exa- 
minés. 

Deuxième  cas.  —  La  fraction  —  n  est   pas   irréductible. 

'/ 

Soit  ^  la  fraction  irréductible  équivalente  à  —  :  si  Q  ^  A, 
nous  savons  faire  correspondre  à  cette  fraction  -  deux  frac- 
tions —  et  -;  il  est  clair  que  nous  pouvons  faire  correspondre 

les  mêmes  à  -  •  Il  reste  à  examiner  le  cas  où  0  est  inférieur  à  A; 
nous  désignerons  alors  par  z  le  nombre  entier  tel  qu'on  ait 

,cQ>A>(p-nQ. 
et  nous  prendrons 

_t^  ^  p_P  _  /?  /•  _  3;^PQ^i 

Nous  aurons 

/•        (•  I  I      ^    I    /  1  I 

s  W  JC-'J-  î  »•-    ^    ./-,       If*  s- / 

On  a  d'ailleurs 

s  =  35îQ2<       ^"^     \'-^ii\^<  B: 

<?  —  •/' 

donc  s  et  w  sont  bien  compris  dans  l'intervalle  A,  B. 
Le  théorème  II  est  ainsi  complètement  démontré. 

Approximation  par  les  nombres  algébriques.  Cas  du  nombre  e ^ 
—  Nous  allons  envisager  maintenant  l'approximation  par  les 
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nombres  algébriques.  I>;i  dt' tiionstratioii  du  fait  (|u'uii  nuiiibre 
n'est  pas  algébrifjuc  rciicoulre  de  très  grandes  dillicultés.  Elles 
ont  été  surmontées  pour  la  première  fois  pour  le  nombre  e,  puis 
pour  le  numbic  t.  On  sait  d'ailleurs  que  ces  nombres  sont  rendus 
solidaires  par  la  relalitm 

(^'t  =  —  I . 

L'impossibilité  de  la  quadrature  du  cercle,  c'est-à-dire  de  la 
construction  par  la  règle  et  le  compas  du  côté  d'un  carré  équi- 
valent à  un  cercle  donné,  équivaut  à  l'impossibilité,  pour  -, 
d'être  racine  d'une  équation  à  coefficients  entiers  du  second 
degré,  ou  réductible  au  second  degré. 

La  démonstration  de  la  transcendance  de  e  a  été  donnée  par 
Hermite  en  i-^y.^;  c'était  le  premier  exemple  d'un  nombre  non 
algébrif[ue  défini  par  des  propriétés  analytiques  simples.  La 
méthode  fort  remarquable  d' Hermite  a  été  depuis  généralisée 
et  transformée,  mais  elle  est  restée  le  fondement  de  tous  les 
travaux  ultérieurs.  En  1882,  M.  Lindemann  a  démontré  par 
cette  méthode  la  transcendance  de  -;  d'autre  part,  la  démon- 
stration de  la  transcendance  de  e  a  été  considérablement 
simplifiée,  notamment  par  M.  Hurwitz.  En  voici  le  principe  : 

Soit  l'intégrale 

r' 

I      e--^/(x )  dx. 
«A 

On  trouve,  en  intégrant  m  fois  par  parties,  si  J{x)  est  un  poly- 
nôme de  degré  m, 

^    e-^  fi  T\  dx  =  -\e-=^  f{  x)\l  -{e-^-  f  (x)\l  -  ...  -  f  e-'/  ""^r)]J. 


Posons 
Il  vient 


\'(X)  =/{x)^f'{x)-^...-~f""{x}. 
I      e-^/ix)  dx  =  F{o)—  e-'F(x); 

e-r  F  (  o  )  =  F  (a-  j  -H  e-r  /     e  -^ /(  r  )  dx. 
C'est  une  identité  vraie  quel  que  soit  le  polynôme  /"(.r)  et  quel 


donc 


I  Ui 


CllAI'irilK    V 


que  soit   .r.   \i\\c  va  nous  montrer  rinipossihilit r  iruiie  iilciilité 
de  la  forme 

( ",„  -t-  r. I  ''-+-••  -*-  C„  e  '  =  o, 

les  C  étant  des  entiers. 

Supposons  que  nous  ayons  fait  choix  iKun  polynôme  f{x). 
Nous  nous  réservons  d'ailleurs  de  donner  seulement  a  posteriori 
le  moyen  de  le  choisir.  Au  moyen  de  ce  polynôme  f{x),  nous 
allons  évaluer  les  difîérentes  puissances  de  e.  On  a 

e^  F  (  o  )  =  F  (  /.  )  -t-  e'^    1     e--^f(  .r  )  </.r, 
*  Il 

(  I  t  F.o^V  C,,e''=^  Ca-  F(  7.)  -j-V  C/.e''-  j     e-\f(x)dx. 

CI  0  0 

Nous  poserons 


(e)  ^V  0/,^^ 


Nous  allons  choisir  /(.x')  de  façon  à  aboutir  à  une  contradic- 
tion en  supposant  P(e)  =  o.. 

M.  Ilurwitz  prend  pour  /(.r)  le  polynôme 


j\T)  = 


iP  —  i) 


-.ri'    'd  —  .7-)/'C2  —  x)l'  . 


r)/'. 


L'idée  fondamentale  de  ce  choix  est  due  à  Hermite,  Mais  sa 
démonstration  est  simplifiée  par  l'hypothèse  supplémentaire 
introduite  par  M.  Hurwitz  que  p  soit  premier.  De  cette  façon, 
si  ce  nombre  premier  p  est  supérieur  à  n,  il  ne  pourra  divi- 
ser \.i.  .  .  n. 

Étudions  d'abord  Ffo).  On  a,  les  B  étant  entiers, 


f(x)  = 


{ p  —  n 


-  (  (  n\)i'.r''    '  ^  IJ,  j-Z'-H.  .  .]. 


Doi 


/"(  o  )  =  o, 


//;   2'0)  =  (),        /,/-»( O)  =  \n'.\i>: 


/'^   ''(o)  n*est  pas  divisible  par  p,  si  p  est  premier  et  supé- 
rieur à  n. 
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Au    contraire,    les   dérivées    suivantes  /''''(•)),    .  .  .    contien- 
dront toutes  p  en  facteur;  car 


on   trouve  ainsi 


F(  (•)  =  A  -t-  M  />, 


A  n'étant   pas  divisible  par  p. 
On  trouverait 


parce  que 


F(i)  =  M,/y,         iMij  =.  M,/>. 
/;/>-!'(  //)  =  o, 


si  h  =  \ ,  ■>.,  .  .  . ,  n  et  que  f  p-^'<^    est  multiple  de  p,  pour  A:  >•<). 
Donc 


(') 


V  C/i- F(A-)  =  G„.V  -+-  N/'. 


N   étant  entier. 

Si  donc  nous  supposons  p  premier  avec  C„  (l'hypothèse  de 
M.  Hurwitz  p  ^C,,  est  plus  restrictive  qu'il  n'est  nécessaire), 
l'expression  (i)  est  certainement  différente  de  zéro,  et,  comme 
c'est  un  entier,  on  a 

n 
0 

D'autre    part,    si  x<^n,    \  f[x)\    est    certainement    inférieur 
n"^'P   '.   Donc, 


</'  —  ' 


,/. 


/      e  -  <■  /"(  X  )  dx  \  <  /• j 


„l/(+l)/.-|  ; 


si  donc  nous  posons 

(■>■) 


y  k  G/.  <?/•-  M, 


on  a 


(  Ilh 


>   C/,e^'  /      e--^  f{x)  dx\  <:  II  — 


(/I-Hl    /'-I 


I  SS  CHAl'ITKK    V. 

Or,  connaissant  H  et  n  qui  résultent  de  P(a;),  nous  pouvons 
choisir  le  nombre  p,  premier  et  ne  divisant  pas  Classez  grand 

pour  que  le  second  membre  soit  inférieur  à    •  On  a  alors,  d'après 

l'égalité  (I), 

(  l\  I  1  F(.)i  P(r)\  >  ' . 

Donc,    P(e)^o,  ce   qui   montre   que   e  n'est  pas  racine  de 

Comme  nous  n'avons  fait  sur  P(.x')  aucune  hypothèse  spé- 
ciale, ceci  démontre  que  e  n'est  racine  d'aucune  équation  algé- 
brique à  coefficients  entiers, 

La  valeur  de  la  limite  inférieure  de  P(e)  va  nous  permettre, 
comme  pour  le  théorème  de  Liouville,  de  déterminer,  pour  V ap- 
proximation de  e  par  les  nombres  algébriques,  une  limite  quon 
ne  peut  pas  dépasser. 

La  limite  inférieure  trouvée  pour  1  P(e)  I  est  — -^ Il  s'agit 

d'obtenir  l'ordre  de  grandeur  de  cette  quantité  au  moyen  des 
coefficients  Co,  C|,  .  .  .,  C„,  n  étant  supposé  fixe,  et  les  coeffi- 
cients étant  pris  de  plus  en  plus  grands. 

Nous  allons  donner  à  p  la  plus  petite  valeur  compatible  avec 
la  validité  de  la  démonstration  précédente.  Rappelons  les  con- 
ditions trouvées  :  p  est  i"  premier;  "2"  supérieur  à  n;  '■')"  premier 

avec  C,, ;  i"  tel  que  le  second  membre  de  (III)  soit  inférieur  à     • 

Envisageons  la  quatrième  condition.  Soit  u  la  limite  supé- 
rieure des  valeurs  absolues  de  tous  les  coefficients  du  polynôme 
P(a;).  La  quantité  H  qui  figure  dans  (III)  est  inférieure  à 

u(  i  -^  e  ~  -le-  ^ .  .  .  -^  n  e''  )  <C  m  i  -h  e  -h . .  .  -T-  e"  )  u  ^  n e"-^^  u. 
Il  suffit  donc,  pour  satisfaire  à  la  condition  .\",  d'avoir 

ue"-^ :  <  -• 

I  p  —  I  )  !         1 

[p —  I  )  !  équivaut  à  pf  e  p.  La  relation  devient 

M  u  ' !-  <  I 

I"' 
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(M  nv  dépendant  ijue  dt'  n  ),  ou 

/'  '"n/*      ■  l"n  "  -^  P  \n'^t'/t"  ♦  '    -  |f)<;  M. 

(>ii  \»rilit'ra  très  aisémcnl  ijiic  la  condition 

suffit,  à  partir  d'une  assez  grande  valeur  de  u,  pour  assurer  la 
quatrième  condition. 

La  seconde  condition  finira  toujours  par  être  vérifiée,  puisque 
p  croîtra  indéfiniment  avec  l'approximation.  Occupons-nous  de 
la  troisième. 

Soit  /.un  nombre  premier  tel  que  le  produit  ai...'//,  des 
nombres  premiers  supérieurs  à  un  certain  nombre  A  et  ne  dépas- 
sant pas  A  soit  supérieur  ou  égal  à  u,  le  produit  -/j.  .  .'j.  étant 
inférieur  à  u.  Je  dis  que,  si  C,, <Cu,  C„  est  premier  avec  l'un  au 
moins  des  nombres  a,  |j,  . ..,  -jl,  '/..  Sans  quoi  il  serait  divisible  par 
leur  produit,  ce  qui  est  impossible,  puisqu'il  est  inférieur  à  ce 
produit.  Donc,  l'un  des  nombres  premiers  compris  entre  A  et  /., 

ou  /.  lui-même,  est  premier  avec  L,,.  bi  A  =  -; '   ce  nombre 

^  lug2" 

premier  pourra  jouer  le  rôle  de  p.  Donc  p  peut  être  supposé 
inférieur  ou  égal  à  /.. 

Évaluons  l'ordre  de  ).  relativement  à  u. 

Pour  atteindre  ce  but,  il  nous  est  nécessaire  d'admettre  un 
résultat  essentiel  de  la  théorie  des  nombres  premiers,  à  savoir 
que  le  rapport  du  m'*""^  nombre  premier  à  mlogm  tend  vers  i. 
Admettons  cette  proposition.  Soit  t  un  nombre  arbitrairement 
petit  et  fixe.  Pour  toutes  les  valeurs  de  m  supérieures  à  un  cer- 
tain nombre  77z„  on  a,  d'après  le  théorème  précédent, 

(1  —  t)ni\ogni  <  /^/„  <  (i  -H  £  )/?j  log/«, 
p„i   étant  le   m"""^  nombre   premier.    Évaluons  ^logp„,.    Cette 

m' 

somme  est  comprise  entre 

III 
(m  —  /«')  l(ig('i  —  •  )  —  ^    Ingf  m  log  ni  ) 


i6o 
et 
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m'  )  logi  I  -+-  t)  -+-^  lo';(  m  loj^m  ). 


Or 


>   (  loi;  m  -r-  logi  m)  =    I       (  logm  -^  logiw  )  dm 

-(-Odogm  -H  logow)  —  0'(  logm'-f-Iog,  "i'^- 
Ceci  est  égal  à 


m  log/;j(i  -^  oe)  —  m'  logm'(i  -t-  ô'e) 
(  o*<  I,  o'"-<  1)         ou         /),«(  I -^  5e  ) —/),„■(• 


Faisons  p,„  =  y.,  p,n=  '•  D'après  les  définitions  de  y.  et  de  "a, 

■}.  I  o  z  >l 


et  la  valeur  de  A  = 


loL'..  a 


Pm- 


■i  \oz'i 


(i-i-Sî), 


log-j" 
log/^,„  =  log«  -+-  0  logA. 


Donc,  les  lettres  o  et  0  ayant  les  significations  maintes  fois 
exposées, 


1  loic« 


(  I  -r-  0£  )-  =  log  '/  -*-  0  ioj;  )  . 


logatt 

Ceci  équivaut,  dès  que  u  surpasse  une  certaine  valeur  u,  indé- 
pendante de  t,  si  l'on  sait  seulement  que  z<C-^  k  /.=  /tlogu, 

avec  -  '<Ch  -<  2. 

■> 

■>  lo:,f  « 
Donc,    nous   pourrons    supposer   p   compris    entre    j-^;;-^    et 

ylogu.  Quand  u  augmente  indéfiniment,  il  y  a  entre  ces  limites 
un  nombre  de  plus  en  plus  grand  de  nombres  premiers.  A 
partir  d'une  certaine  valeur  de  u  (n  est  toujours  fixe,  dans  le 
cours  de  la  démonstration),  nous  sommes  certains  que  les 
quatre  conditions  imposées  à  p  seront  simultanément  vérifiées. 
Évaluons  maintenant  l'ordre  de  F(o)  pour  utiliser  l'inégalité 
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On  a 


F{o)  =  I      e  ■'f(x)  de, 


Pour  x'^n,  on  a  évidemment 

Pour  X  <i  n  nous  savons  que 
Donc, 


|.F(o)|<  ! 1      e-^x^-'^^i>   >dx—    /      e-'  — 

Le  second  terme  est  inférieur  à   r  et  tend   vers  zéro 

(  />  —  Il  I 

I 
avec     • 

/'  

Le  premier  est   — ^ -, — ■  dont  1  expression  asymptotique 

a  pour  partie  principale 

[(n  -f-  n/<  I  "  i/'x  />-/'  =  pi/>  >^'iz>^ 


dès  que  p  est  assez  grand. 
Donc 

Ci)  |F'(.'i|> 


/>"/" 


à  partir  d'une  certaine  valeur  de  p. 

Cherchons  quel  ordre  de  grandeur  maximum  on  doit  donner 
au,  si  l'on  veut  être  certain  <jue     P(e)i  est  supérieur  à  r,. 

Il  suffira  pour  cela  que 


O'/'  '^''<  - 


K.  15. 
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d'où 


I 


"    I. 
Ceci  aura  lieu  a  fortiori  si 


\o'j;u  <.  — 


lu; 


"<{d"" 


h  étant  un  nombre  dont  on  peut  prendre  en  réalité  la  valeur 

aussi  voisine  qu'on  voudra  de  —  -  mais  inférieure  à  ce  nombre. 

Si  u  satisfait  à  cette  condition,  on  a  certainement  ]P(e)|>Tj. 

Ceci  doit  être  rapproché  du  fait  que,  si  le  dénominateur  d'uae 

fraction  rationnelle  est  inférieur  ou  égal  à  q,  il  sera  impossible 

d'approcher  un  nombre  algébrique  de  degré  n,  de  moins  de  — -  • 

Ici  l'approximation  de  e  par  un  nombre  algébrique  ;  de  degré  n, 
pour  lequel  chaque  coefficient  de  l'équation  dont  il  est  racine 
est  inférieur  à  u,  ne  peut  être  moindre  que  ^^^^,|,,^  ^^-  Cette  expres- 
sion s'obtient  en  remplaçant  p  par  logu(i-|-^^)  dans  la  for- 
mule (3)  et  en  remarquant  que  [P(e)j,  sensiblement  égal 
à  |ç  —  e||P'(e)|  est  inférieur  à  ku\z — -e|.  Le  principe  qui 
conduit  à  ces  divers  résultats  se  généralise  aisément  : 

«  Des  considérations  analogues  aux  précédentes  s'applique- 
ront toutes  les  fois  qu'on  aura  prouvé  qu'une  équation  ne 
peut  avoir  lieu,  en  s'appuyant  sur  ce  qu'un  nombre  entier  non 
nul  diffère  de  zéro  d'une  quantité  finie.  En  étudiant  de  près  la 
démonstration,  on  constatera  que  non  seulement  elle  prouve 
que  le  premier  membre  de  l'équation  considérée  diffère  de  zéro, 
mais  qu'elle  donne  de  plus  une  limite  inférieure  de  cette  diffé- 
rence (  '  ).  » 

,     (')   BoREL,  Comptes  rendus,  t.  CXXVIII,  G  mars  if<>.)<.),  p.  '>'.)<">. 
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Ainsi,  r;i[)proximali(tn  pai'  iiii  iminhro  ralloiuifl  (l'un  iiDiiihre 
algéljri((ue    racine    do    P(.i)  =  <)   conduit    à    former  P(-|   (pii, 

étant  (.lillcrent  de  zéro,  est  supérieur  en  valeur  absolue  à  —  De 

Y' 

là  résulte  (pi'on  aura  P(-  )'^'f,,  tant  que  q  <C'h     ")  formulci   à 

rap|)roclH'r  ilc  celle  obtenue  dans  l'approximation  de  e. 

l  lie  autre  application  d(!  la  rcmarijue  précédente  se  trouve 
dans  la  pproxima  I  ion  des  nombres  algébriques  par  des  nombres 
de  degrés  moindies. 

Soient  ■       j 

une  équation  déterminée  irréductible  à  coelficients  entiers; 

g{T)  =  bjXl'-^  hiXl'     '-r-...-(-6p 

une  équation  de  degré  fixe  p,  dont  on  augmente  de  plus  en  plus 
la  limite  supérieure  de  ses  coefficients,  de  façon  cjue  l'une  de 
ses  racines  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  l'une  des  racines 
de/(a:)  =  o.  Soient  ;i,  Çj,  ...,;,„  les  racines  de  cette  dernière 
équation,  r,,  x,,  ...,  x^,  les  racines  de  gi^x)=^o.  Formons  le 
résultant  : 

K  =A„"/(.r,,.../(j'/,). 

C'est  une  fonction  symétrique  entière  de  a;,,  .Tj,.  .  .,  x-,,  qu'on 
peut  mettre  également  sous  la  forme 

R  est  donc  un  polynôme  par  rapport  aux  a  et  par  rapport 
aux  h,  et  à  coefficients  entiers. 

Donc  R  est  un  nombre  entier. 

L'équation  y'(a)  =  o  étant  irréductible,  %\  p  <^m,\e  résultant 
n'est  pas  nul.  Comme  il  est  entier,  il  est  en  valeur  absolue 
supérieur  ou  égal  à   i. 

Supposons  que  a;,  désigne  la  racine  de  g  très  voisine  de  ;,, 
si  Çi  est  la  racine  dey  que  nous  voulons  approcher.  On  a 

.AM  ;i  )  =  (  ;,  — .r,  )  A''|.r,  -T-  ')(  î,  -  .r,  i|. 


i6i  i:iiM'iiiii:   \. 

Soit  iloiu'  M  la  liniilo  su])t''ri('iuH'  des  iu)inbres  |6|;, 

quand  ;,  est  très  voisin  de  x,,  est  inférieur  en  module  à 


Donc 

l^(S.);<-'^M;.-'-.l^-.- 

On  a 

U' (£/)  |<  M  f  U  / 1  "+ I  ?,  I /'-'-...  |< /.-/ M . 
Donc 

R  </..M"'|:.--^-.  I, 
A-  étant  indépendant  des  b.  Donc 


A- M'" 


Telle  est  la  limite  de  l'approximalion  "([u'on  peut  espérer 
atteindre  avec  des  nombres  algébriques  de  degré  p. 

On  voit  que  ce  degré  p  n'intervient  pas  dans  la  formule 
d'approximation. 

Ce  résultat  ne  semble  pas  plus  avantageux  que  celui  de  Liou- 
ville,  obtenu  avec  de  simples  nombres  rationnels.  Ceci  tient 
uniquement  à  ce  que  la  limite  inférieure  de  l'approximation 
trouvée  par  Liouville  est  beaucoup  i)lus  faible  que  la  vraie, 
comme  il  résulte  des  tout  récents  travaux  de  M.  Axel  Thue. 
D'après  ce  dernier  auteur  on  peut,  dans  la  formule  précédente, 

remplacer  l'exposant  m  par 1-  i  +  £   ("i!>  ''•))  quelque  petit 

que  soit  le  noml>re  positif  î,  si  a;,  est  rationnel  ('). 


(')  Dans  l'inlcrvallc  qui  a  sépaïc  Ih  l'éiluclioii  de  ce  Cours  de  son  iinpicssion 
<inl  paru  lr"is  Mémoires  de  M.  \\el  'tliue,  relatifs  ;i  l';i[)pii)\iiiiiilioii  des 
fittiiibres  ai;:ébriqiies  par  des  noiiilires  ralionnels. 

I,c  premier  en  tl.ite  (  Videnskabs-Selxkabets  Skrifler  I.  Math.  I\aturv.  Alasse, 
1908,  n°  0,  Clirisliiinia  )  est  consacré  à   rapproxirnation    par  des   nombres  ralioti- 

nels  des  nomlires  a:  =  y  /,•.  où  /•  est  enlier  el  A  rationnel.  D'une  étude  approfomlie 
de  certaine^  fonc-ijons  dfuiées  de  propriéti's  arilliinéliques  l'emarijuabies,  étude 
que  nous  ne  pouvons  sr»ngcr  à  résumei-  iri,  M.  Tliue  déduit  rii|>pro\imation 
n-niarquabie  fournie  [)Our  x  par  une  certaine  famille  de  nombics  rationnels  et 
tin  lliéorome  capital,  d'ailleurs  inclus  dans  l.i  deriiicie  pruposil  ion  du  troisicirie 
Mémoire:  M.  Time  énonce  entre  autres  K-^iiltais  c-clui-ci,  dont  ra:ialoi;ic  avec  le 
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Cliorclnms  niir  liiiiile  supérieure  de  rappr<»xinialion  <|iril 
est  pnssilile  (Ta  l  Icliulrc  avec  plusieurs  nonilnes  al;i<''ljri«iues 
d'ordre  /*.   \'oi<l  comment  on  peut  obtenir  cette  limite. 

Soient  .j-,,.i_..  ...,.r,,,  p  nombres  incommensurables  indé- 
pendants les  uns  des  autres,  c'est-à-dire  tels  qu'il  n'existe  pas 
entre  eux  iiiir  r<-lali<»n  linéaire  à  coefficients  entiers.  Considé- 
rons rexprcssKin 

r>  —  />,,  -f-  A, r,  -!-... ~  />,, .Tf,. 

où  les  //  sont  (les  entieis  j)0silifs,  négatifs  ou  nuls.  Nous  albuis 
montrer,  sans  rien  supposer  d'autre  sur  les  .r/,  qu'on  peut 
rendre  B  inférieur  à  une  quantité  ne  dépendant  que  de  la  li- 
mite supérieure  de  6/.  L'inégalité  6/^  M  nous  donne  pour  bt 
•^.M+i  valeurs,  — M, — (M  —  i),  ..., — 1,<>,  i,...,M.  Pour 
une  valeur  donnée  de  M.  les  b  peuvent  prendre  ('.-eM  +  i  )/'"'"'  —  i 
systèmes  de  valeurs,  en  exceptant  le  système  de  tous  les  b  nuls. 
Les   expressions    corresi)ondanles  B   sont    toujours    distinctes, 


lliéonriie  de  l-erriiat  est  évidi-nlc  :  /.  et  »_  î  Olaiil  des  entiers  (ixes,  I  équation 
j-"  -+-  (x  —  /,  )"  =.)'"  n'a  qu'un  nombre  limité  de  solutions  en  nombres  x.y  entiers. 

F.e  second  (  mùine  publication,  if,oS,  n"  (i  )  est  cons;icré  à  l'approximation  ra- 
tionnelle des  raiines  de  l'cqualion  du  troisième  degré  x^  —  ao:  —  6  -  o,  où  a 
et  L  sont  entiers  et  positifs. 

Le  troisième  (Journal  fitr  die  reine  und  anf^ew.  Matli.,  Ileft  i,  Bd  CWW) 
contient  les  résultats  les  plus  caractéristiques  et  les  plus  généraux.  Un  premier 
théorème  marque  un  progrés  considérable  sur  la  proposition  de  Liou\  ille.  d'après- 

laquclle  Iwo  — r/    >  — — >  si  o  est    un    nombre    algébrique    de    degré    /•,  M    étant 

indépendant  de  p  et  de  q.  D'après  .M.  Tliuc,  q^uels  que  soient   les  nombres  /.  <i  c, 

^«<\ù{-  {\\ts,  l'inégalité  \po  —  q\  <  —^  n'est   vérifiée   que  par   un    nombre 

— hX 

limite  de  nombres  p  et  q  entiers,  en  sorte  qu'il  existe  un  nombre  M'  ne  dépen- 
dant que  de  o  et  de  /.  tel  que  \p',  —  q\>  — .  quels  que  soient  p  et  q. 

7- 

Cilons  également,  dans  ce  même  .Mémoire,  le  théorème  final  :  L'égalité 
U(/>,  q)  z^  c,  où  U  est  un  polynôme  en  p  et  q,  homogène  et  de  degré  supérieur 
à  ■>.,  dont  les  coejfficienls,  ainsi  que  c,  sont  entiers,  n'admet  qu'un  nombre 
limité  de  solutions  en  nombre  p,  q  entiers.  Dans  le  premier  Mémoire,  .M.  I  bue 
avait  démontré  ce  lliéoième  pour  U  ==  a/i''  —  bq"^. 

Les  résultais  contenus  dans  ces  trois  Mémoires  sont  obtenus  par  une  mélliode 
iini(|ue  :  la  f(»rmation  de  polynômes  en  J",  A,  B,  R,  dépendant  d'un  indice  n.  à 
coeflicicnts  entiers,  satisfaisant  à  l'identité  o  A  (  x)  —  B(a7)  =  (J  —  ?  )"  B  (  x  ), 
0  étant  le  nombre  ali;ébrique  à  approcher. 
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sinon  l'é'zalitc  B  —  B'=o  serait  une  relation  linéaire  à  eoelli- 
cients  entiers  entre  les  ;r.  D'autre  part,  les  nombres  B  sont  tous 
compris  entre  — M  [i  +  |  a;  |  +  .  .  .  +  |  a„  |]  =  —  MH  et  +MH 
(H  ne  dépend  pas  de  M).  Ils  sont  au  nombre  de  (  ^M  +  i )/'■*"'  —  i. 
Il  y  en  a  donc  deux  d'entre  eux  qui  sont  distants  au  plus  de 

V  Mil 


(•2  M  -+-  g/'-^'—  2 

Soient   b„,  b,,  .  .  .,  bp]   6'„,  b\,    .  .  .,  b     les  valeurs  correspon- 
dantes des  b.  L'expression  B  correspondant  à  6„ —  6„,  5, — b\, . .. 

sera  inférieure  a  — et  1  on   aura 

(  -A  M   -H  11/'-  '  —  ■}. 

I  ^/  —  f',  I  â  ■>  M . 

Donc,  l'inégalité   b,!.  N  entraîne    l'existence    d'un    système    de 
nombres  6,,  tels  que 

UN 


B 


(  .N  -H  I  )/'+' 


(d'après  cette  démonstration,  N  est  pair,  mais  on  se  libère  aisé- 
ment de  cette  condition).  On  a  donc,  pour  un  certain  système 
de  nombres  6, 

I  A„  -^  ^1  .r,  ^  .  .  .  --  hi,.ri'  l<  ^  > 

H'  étant  indépendant  de  N. 

Appliquons  ceci  à  l'approximation  d'un  nombre  algébrique  ;, 
de  degré  n,  par  des  nombres  de  degré  p  inférieur.  L'équation 
f[x)  =  o  dont  Ç)  est  racine  étant  irréductible,  les  nombres  ;,, 
Çp  ...,  ;','  sont  indépendants.  Il  est  donc  possible  de  trouver 
un  système  de  nombres  b„,  6,,  .  .  .,  b.,,  tels  que 

H'  ne  dépendant  que  de  l'ordre  de  grandeur  de  ç,  et  non  pas 
de  N,  qui  est  la  limite  supérieure  des  bi.  Admettons  que  le 
polynôme 

^(  j";  =  Ao  -r-  ^1  A-  -f-.  .  .-!-  b,,x'> 

ait  une  racine  a:,  de  plus  en  plus  voisine  de  ;,, "quand  N  aug- 
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iiicMlc.  (  )ii  n 

H.,  cl    II;,  clant  indépcnflnnts  do  N. 

,,...,.,.  Il" 

Cette  Imiito  m-  coïnrulc  a\('c  la  Imiilc  iiilfrieure   ^-   que   si 

/*  =  /<  —  1 . 

Si  /)  =  I,  nous  retrouvons  le  résultat  déduit  de  la  théorie  des 
fractions  continues. 

A  titre  d'exemple,  considérons  l'éiiualion  x'^  =  .i.  Ou  a 

7'  I       7' 


A  étant  un  entier,  ou 


£»./•' 


Pour  que  cette  approximation  fût  de  l'ordre  de  —  -  il  fau- 
drait que  A  restât  fini.  Y  a-t-il  une  infinité  de  valeurs  de  p  et 
de  g,  telles  quep-'- — 2g'  reste  fini?  Cette  difficile  question  vient 
d'être  résolue  négativement  par  M.  Axel  Thue  (').  Mais  le 
résultat  que  nous  avons  obtenu  plus  haut  nous  apprend  qu'il 
est  possible  de  trouver  des  entiers  a,  h,  c,  tels  que 

I  a  1/  4  -t-  6  V  "2  -f-  r  I  <  — - . 

I  a  j,  I  &  I  et  |c  I   étant  inférieurs  à  q. 

D'après  la  limitation  inférieure  que  nous  avons  trouvée  pour 
un  polynôme  en  e  à  coefficients  entiers,  on  peut  étudier,  comme 
nous  venons  de  le  faire,  l'approximation  des  nombres  algé- 
briques en  e  par  d'autres  nombres  algébriques  en  e,  mais  d'ordre 
inférieur.  Nous  appelons  nombres  algébriques  en  e  les  nombres 
racines  d'une  équation  al^ébriciue  dont  les  coefficients  sont  des 
polynômes  en  e  à  coefficients  entiers.  Soient 

/(  X,  e)  =  o 
{  ')    T'otr  la  note  an  bas  de  la  page  i'>i. 


|(>8  «IIVIMIIIK    V.    —    AI'I'I.KM  ll)\>     Vltl  I  iiMi:  noi  IS. 

imo  équation  clctorminée,  entiôrc  en  .r  et  e; 

o(  .r,  «»  )  =  o 

une  é(|u;iti(>n  de  degrés  fixes  en  .r  et  e,  mais  à  coeiricients  va- 
riables et  lie  plus  en  plus  grands.  Le  résultant  des  deux  équa- 
tions est  un  polynôme  en  e  à  coeiricients  entiers.  Nous  savons  le 
limiter  inférieurement.  Nos  méthodes  s'appliquent  donc  pour 
nous  donner  une  limite  de  l'approximation  d'une  racine  de  f 
par  une  racine  de  g. 

On  peut  enfin,  comme  l'a  fait  Lintlemann,  envisager  des 
expressitms  tle  la  forme  a„e'"+  .  .  .  +  a,ie-',  où  les  ;  sont 
algébriques  et  les  a  entiers.  Lindemann  a  montré  qu'une  telle 
expression  n'est  pas  nulle.  Il  sullirait  d'en  calculer  une  limite 
inférieure,  en  fonction  de  la  hauteur  des  nombres  algébriques  ; 
et  des  modules  des  o  pour  pouvoir  encore  appliquer  les  mêmes 
principes. 
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